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1 Einleitung

Der Gesichtssinn befiahigt den Menschen, Objekte berithrungslos zu erkennen und zielsi-
cher zu ergreifen - weitgehend unabhingig von deren riumlicher Position und Orientie-
rung. Ein zentrales Problem der ProzeBautomatisierung ist es, diese Fahigkeiten unter
Verwendung von Bildsystemen, bestehend aus Kameras zur Bildaufnahme und Rechen-
maschinen zur Bildauswertung, technisch nachzubilden. Bedarf an solchen Leistungen
besteht zum Beispiel in der Fertigungsautomatisierung, wo man teure Ausricht- und Sor-
tiereinrichtungen sparen will. Dem Bildsystem kommt dabei die Aufgabe zu, das Ka-
merabild eines Objektes einer Bedeutungsklasse zuzuweisen (Objektidentifizierung) und
aus dem Vorwissen iiber die Objektgestalt und deren aktuellem Kamerabild Lagepara-
meter zu extrahieren (Parameteridentifizierung). Wegen der hohen Datenmengen von
Bildern und der prozeBbedingten Zeitbeschrankungen fiir deren Verarbeitung und nicht
zuletzt aus Mangel an geeigneten Algorithmen ist es bisher nicht gelungen, diese Aufgabe
vollstandig zu l6sen. Andererseits sind fiir technische Problemstellungen Teillssungen, die

auf einschriankenden Voraussetzungen beruhen, oft ausreichend.

Dabei werden die Voraussetzungen teils implizit und teils explizit formuliert. Ist etwa
von Bindrbildverarbeitung die Rede, dann wird implizit unterstellt, da Grauwert- oder
Farbinformation zur Lésung des Problems irrelvant sei, und Probleme wie Verdeckungen
und Schlagschatten entweder nicht vorkommen oder anderweitig beherrscht werden. Die
explixite Formulierung erfolgt héufig durch Angabe eines Modells, in dem ausgedriickt
wird welche Varianten eines Referenzmusters (Prototyp) unter den Variationen der Frei-
heitsgrade (Modellparameter) als dquivalent zu betrachten sind. Ein einfaches Beispiel soll
dies veranschaulichen. Das Modell G(u,v) = G°(u — ug, v — vy) mit den Freiheitsgraden
up und v beschreibt die Gesamtheit der Grauwertmuster, die durch Verschiebungen des
Referenzmusters G°(u,v) in der u,v-Ebene méglich sind. Beziiglich der Freiheitsgrade
der Translation in der Musterebene sind daher nur solche Musterpaare dquivalent fiir die

ein Paar uo, v existiert mit dem diese Gleichung erfiillt wird.

Betrachtet man jedoch dhnliche Muster als dquivalent, dann ist das Modell um die Frei-
heitsgrade der Rotation und der zentrischen Streckung zu erweitern. Laft man schlieflich
noch die Freiheitsgrade der Scherung zu, dann bildet die Gesamtheit der Muster, die
sich durch affine Koordinatentransformationen (Kap. 2) aufeinander abbilden lassen eine
Aquivalenzklasse. Die praktische Bedeutung dieses Modells liegt dort, wo ebene Objekte
aus schrager aber unbekannter Ansicht aufgenommen werden. Setzt man niamlich ortho-
graphische Projektion in die Bildebene voraus, dann sind alle Bilder eines ebenen Objekts
zueinander affin. Ist beispielsweise die Vorlage ein Kreis, dann ist dessen Bild im allge-

meinen eine Ellipse und nur im Sonderfall ein Kreis. Andererseits ist es bei unbekannter
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Betrachterposition nicht moglich an der Gestalt der Bildfigur zu erkennen, ob die Vorlage
ein Kreis oder eine Ellipse ist. Hier ist es also angebracht die Menge aller Ellipsen zu einer
Klasse zusammenzufassen und nicht zwischen Kreisen und Ellipsen zu unterscheiden. Alle

Ellipsen sind zueinander affin. Das Beispiel fiihrt unmittelbar auf die folgenden Fragen:

o Wie kann festgestellt werden, ob zwei Muster zueinander affin sind?

e Wie konnen bei Vorlage eines affinen Musterpaares die Werte der affinen Transfor-

mationsparameter bestimmt werden?

e Wie kann, Parallelprojektion vorausgesetzt, aus dem Bild eines ebenen Objektes

bekannter Gestalt auf die Aufnahmegeometrie zuriickgeschlossen werden ?

Ein allgemeiner Losungsansatz besteht im direkten Vergleich zwischen dem aktuellen Mu-
ster und den infrage kommenden Referenzmuster auf der Grundlage des Transformati-
onsmodells. Dazu sind die Werte der Freiheitsgrade mit denen Passung erzielt wird zu
bestimmen (engl.: template matching). Wiirde dies durch Berechnung von Kreuzkorrela-
tionsfunktionen in n Freiheitsgraden (auf einer digitalen Rechenanlage) geschehen, dann
ware der numerische Aufwand von der Ordnung O(Anzahl der Referenzmuster x Anzahl
der Pizel/Bild * Anzahl der Operationen/Pizel ¥ @Q, * ... x @Q,). Hierin ist Q; die Zahl
der Quantisierungsschritte des :—ten Freiheitsgrads. Die affinen Transformationen las-
sen sich mit sechs unabhéngigen reellen Freiheitsgraden angeben. Der Aufwand erreicht
schon bei geringen Werten der einzelnen Faktoren eine Gré8enordnung, die eine Realisie-
rung auf digitalen Rechenanlagen verbietet. Ein Grund dafiir liegt in dem sogenannten
Korrespondenzproblem. Dieses besteht darin, dal die Zuordnung zwischen Original- und
Bildpunkten als unbekannt angenommen wird und deshalb eine Vielzahl von Bildtrans-

formationen auszufiihren sind.

Ein anderer Weg zur Losung des Erkennungsproblems besteht darin, dal man auf die
Identifizierung der Freiheitsgrade ganz verzichtet und aus dem Muster einen Satz von
Merkmalen ableitet der unter den zuldssigen Transformationen invariant ist. Zwei Muster
die nichtin allen Invarianten (invariante Merkmale) iibereinstimmen sind nicht Aquivalent.
Zwei Muster die in allen Invarianten {ibereinstimmen sind méglicherweise dquivalent. Sie
sind garantiert dquivalent, wenn der Merkmalssatz neben der Eigenschaft der Invarianz
die Eigenschaft der Vollstindigkeit hat. Mit der Verwendung von Merkmalen vermeidet
man den Aufwand fiir die Bildtransformationen. Allerdings gibt es keinen allgemeinen
Ansatz zur Merkmalsgewinnung. Daher findet man in der Literatur eine Vielzahl von

Merkmalen fiir die verschiedensten Problemklassen.
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1.1 Invariante Merkmale zur Mustererkennung

Im Bereich der Grauwertbildverarbeitung gibt es viele Methoden zur Gewinnung von
Merkmalen unterschiedlicher Invarianzleistung durch zweidimensionale Bildtransforma-
tionen [25,6,7,16,24,37,41]. Beispielsweise werden lineare Funktionaltransformationen, wie
die Fouriertransformation, die Hadamardtransformation, die Fourier-Mellin-Transformati-
on oder die Transformation in Momente, zugrunde gelegt, und durch nichtlineare Nachbe-
arbeitung der Transformierten werden Invarianten abgeleitet. Das diskrete Amplituden-
spektrum der Fouriertransformierten ist invariant gegeniiber zyklischer Koordinatenver-
schiebung, was zur Bildung translationsinvarianter Merkmale genutzt wird. Diese sind
nicht vollstindig wegen des Verlusts der Phaseninformation bei der Nachbearbeitung
des komplexen Spektrums. Entsprechendes gilt fiir die Modifizierte Walsh-Hadamard-
Transformation (MWHT). Die Transformation selbst ist linear. Durch nichtlineare Verar-
beitung der Transformierten gewinnt man ein zyklisch invariantes, jedoch nicht vollstindi-
ges Leistungsspektrum [6]. In [7] wird auf die Fouriertransformierte eine Phasennormie-
rung ausgeiibt, die auf vollstdndige Translationsinvarianten fithrt. Das Amplitudenspek-
trum der Fourier-Mellin-Transformierten ist streckungsinvariant [8,41]. Aus Momenten
lassen sich, auf der Grundlage der klassischen Invariantentheorie [34,42], dhnlichkeitsinva-
riante algebraische Formen bilden [17]. Allerdings eignen sich Momente bzw. aus diesen
abgeleitete Invarianten nur zur Darstellung einfacher, d.h. schwach strukturierter Ob-
jekte, da die Fehlerempfindlichkeit mit der Momentenordnung rasch ansteigt [27]. Eine
Klasse nichtlinearer Transformationen fiihrt unmittelbar, d.h. ohne Nachbearbeitung,
auf zyklisch invariante Merkmale [6]. Dabei handelt es sich um Verallgemeinerungen
der Rapid- oder R-Transformation nach [31]. Durch zweimalige Fouriertransformation
und konforme Abbildung des Zwischenbildes lassen sich gleichzeitig Translationsinvarianz,
Rotationsinvarianz und Streckungsinvarianz herbeifiihren, was mit optischen Mitteln rea-
lisiert wurde [8]. Durch geometrische Bildtransformationen in kanonische Darstellungen
lassen sich die Invarianzleistungen der Verfahren erginzen. Dazu ist es notwendig, die Pa-
rameter der ,kanonisierenden“ Transformation zu bestimmen. In [7] wird dazu aus dem
Leistungsspektrum der Fouriertransformierten ein Winkel abgeleitet. Mit diesem werden
translationsinvariante Merkmale in eine kanonische Darstellung beziiglich der Rotation
transformiert. In [40] werden Parameter einer kanonisierenden affinen Transformation

aus Momenten errechnet.

Haufig konzentriert sich Bildinformation auf Linien. Karikaturen liefern dafiir ein beson-
ders anschauliches Beispiel. Reduziert man ein Grauwertbild auf die in ihm vorhandenen
charakteristischen Linien, dann erzielt man dadurch in der Regel eine drastische Reduk-
tion des zu verarbeitenden Datenbestands. Oft sind Objekte durch ebene Linien cha-

rakterisiert. Beispiele dafiir sind die Randlinien von Schriftzeichen oder die Bahnen auf
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gedruckten Schaltungen. Abgesehen davon, dafl bei den aus der Graubildverarbeitung
bekannten Transformationen die hier geforderten Invarianzleistungen fehlen, ist in der
Regel, aus Griinden des Aufwandes, von einer Anwendung auf den Sonderfall einfacher

Kurven abzuraten.

Eine geschlossene Kurve kann durch eine periodische Funktion nur eines kontinuierli-
chen Parameters oder durch deren Fourierkoeffizienten dargestellt werden. Durch die
Parameterdarstellung der Kurve wird der Transformationsaufwand gegeniiber jenem, der
zur 2-D Transformation erforderlich ist, im allgemeinen drastisch verringert. Die Fou-
riertransformation zeichnet sich durch ihre informationsverdichtende Eigenschaft in die
Umgebung des spektralen Ursprungs aus. Um anzudeuten, daB aufgrund dieser Eigen-
schaft fiir den jeweiligen Zweck eine endliche, meist kleine Anzahl von Fourierkoeffizienten
die Originalfunktion ausreichend beschreiben diirfte, werden die Fourierkoeffizienten auch
Fourierdeskriptoren genannt. Die Qualitit der Fourierdeskriptoren hinsichtlich Umkehr-
barkeit, Fehlerempfindlichkeit und nicht zuletzt der Moglichkeit, Invarianten zu bilden,
héngt wesentlich von der gewidhlten Parametrisierung ab. Der Punkt auf der Kurve, in
dem der Kurvenparameter den Wert Null (oder ein ganzzahliges Vielfaches der Periode)
annimmt, heiit Aufpunkt. Die Fourierkoeffizienten einer Kurve hingen von der Wahl
des Aufpunktes ab. Ublicherweise versteht man unter invarianten (normierten) Fourier-
deskriptoren solche, die neben der Invarianz beziiglich der Freiheitsgrade geometrischer

Transformationen zuséatzlich invariant hinsichtlich der Wahl des Aufpunktes sind.

In einigen Arbeiten werden zum Mustervergleich iterative Verfahren vorgeschlagen [32,
28,29, (ahnliche Konturen)] [22, (affine Konturen)], wobei die Zielfunktion jedoch nicht
im Musterraum, sondern im Raum der Fourierdeskriptoren definiert wird. Der Vorteil
gegeniiber dem direkten Mustervergleich (s.0.) besteht im geringeren Aufwand aufgrund
der Informationsverdichtung. Trotzdem verbleibt ein erheblicher Aufwand fiir die Opti-

mierung, der fiir jeden zum Vergleich anstehenden Prototypen anfallt.

Invariante Fourierdeskriptoren erhalt man durch Normierungen im Musterraum und/oder
Normierungen im Raum der Fourierdeskriptoren. Eine Vielzahl von Normierungen wurde
beziiglich der Freiheitsgrade der Ahnlichkeitstransformation und der Aufpunktverschie-
bung entwickelt (siche Kapitel 9). Grundsétzlich erfolgte dabei die Konturbeschreibung
im Musterraum durch eine Funktion der Bogenlange [10,43,15,6,38,39,11,18,36]. Eine nor-
mierte Darstellung im Musterraum beziiglich aller Freiheitsgrade der Ahnlichkeitstrans-
formation ist die Kriimmung der auf den Umfang normierten Kontur. In [10,43] werden
normierte Darstellungen aus dem Tangentenwinkel gewonnen. In [36] wird (sinngemis)
die erste Ableitung als Konturbeschreibung verwendet. All diese Normierungen beruhen
auf der Bildung von Ableitungen. Die auf Ableitungen im Musterraum aufbauenden Inva-

rianten sind naturgemasB fehlerempfindlich. In [15] wird erstmals die Kontur durch Angabe
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des Ortes als Funktion der Bogenlinge dargestellt und ohne weitere Vorverarbeitung im
Musterraum fouriertransformiert. Die Normierung beziiglich simtlicher Freiheitsgrade
erfolgt dort im Raum der Fourierdeskriptoren. Diese Vorgehensweise hat die Vorteile,
daB der Vorverarbeitungsaufwand entfillt und die Ergebnisse weniger fehlerempfindlich
sind. Sie hat sich weitgehend durchgesetzt [15,6,38,39,11,18]. In [6,11] steht die Bildung
von vollstindigen Invariantensitzen im Vordergrund. In [6] wird auBerdem die Identi-
fizierung der Transformationsparameter dhnlicher Kurven angegeben. In der englischen
Zusammenfassung einer japanisch geschriebenen Arbeit [22] wird irrtiimlich behauptet,

die Bildung affininvarianter Fourierdeskriptoren sei nicht méglich.

1.2 Gegenstand der Arbeit
In der vorliegenden Arbeit

e werden fiir ebene Kurven affininvariante Fourierdeskriptoren entwickelt. Dabei wird

besonderes Gewicht auf die Bildung vollstandiger Invariantensatze gelegt.

o werden Formeln zur eindeutigen Berechnung der affinen Transformationsparameter

aus Fourierdeskriptoren hergeleitet.

e wird eine Anwendung zur Bestimmung der rdumlichen Position und Orientierung

ebener Objekte behandelt.

1.3 Inhaltsiibersicht

In Kapitel 3 werden Kurvenparameter eingefiihrt, welche unter den affinen Abbildungen
und der freien Wahl des Aufpunktes linear transformiert werden. Mit dieser Eigenschaft
wird erreicht, daBl die Linearitdt der affinen Transformation im Spektralraum erhalten
bleibt. Moglichkeiten zur entsprechenden Darstellung einfach offener Kurven werden
angegeben. In Kapitel 4 wird die Normierung der Fourierdeskriptoren beziiglich der Frei-
heitsgrade der affinen Transformationen behandelt. Dabei wird in der Hauptsache ein
vollstindiges und minimales Invariantensystem hergeleitet und diskutiert. Erginzend
wird auf die Bildung von gruppenspezifischen Invarianten (nicht gleichzeitig Invarianten
einer Obergruppe) fiir Untergruppen der affinen Gruppe eingegangen. In Kapitel 5 wird
die Normierung beziiglich der freien Wahl des Aufpunktes behandelt. Auch hier steht
die Erhaltung der Vollstindigkeit im Vordergrund. Ausgehend von einem allgemeinen
Ansatz wird ein Bildungsgesetz hergeleitet, das minimalen Informationsverlust durch die
Normierung garantiert. In Kapitel 6 werden die Ergebnisse aus den vorangegangenen Ka-

piteln kombiniert, mit dem Ergebnis, da8 gleichzeitig Affininvarianz, Invarianz beziglich
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des Aufpunkts, Vollstindigkeit und Minimalitdt erzielt werden. Die Ausfiihrungen werden

durch eine Reihe von Beispielen ergénzt, vor allem von Beispielen zum Fehlerverhalten.

Das zur Bestimmung von Invarianten duale Problem, ndmlich die Bestimmung von Trans-
formationsparametern, wird in Kapitel 7 behandelt. Zunichst werden Formeln zur Be-
rechnung der affinen Transformationsparameter in der Musterebene hergeleitet. Das er-
zielte Ergebnis zeichnet sich durch besonders geringen numerischen Aufwand aus, vor
allem dann, wenn eine Invariantenberechnung vorausgegangen ist und die dazu erforder-
lichen Fourierdeskriptoren schon vorliegen. Ein weiterer Vorzug besteht darin, dafi das
Verfahren weder Vorinformation, etwa in Form von PaSipunkten, noch Niherungswerte
fir die Parameter erfordert. Ergénzend wird die Riickrechnung der rdumlichen Lage und
Orientierung ebener Kurven aus deren Kamerabild behandelt. Entsprechende Abhand-
lungen findet man in der Literatur an verschiedenen Stellen, z.B. [13]. Hier wird insbeson-
dere darauf Wert gelegt Grenzen dieser naheliegenden Anwendung aufzuzeigen. Beispiele

ergianzen auch diese Ausfiihrungen wobei vor allem das Fehlerverhalten diskutiert wird.

In der Literatur iiber Fourierdeskriptoren wird gelegentlich die Anwendung der ,,schnellen
Fouriertransformation“ (Fast Fourier Transform: FFT) erwihnt [32,38,39]. Auf die damit
zusammenhéangende Problematik wird in Kapitel 8 eingegangen. Transformationsformeln,

die dem hier verfolgten Zweck besser angepaBt sind, werden entwickelt.

Auf Arbeiten, die zu der vorliegenden in einer engeren Beziehung stehen, wird in Kapitel

9 detailliert eingegangen.
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2 Grundlagen

2.1 Die affine Abbildung in der Ebene

Die geometrischen Freiheitsgrade der affinen Abbildungen in der Ebene sind:

1. Translation,
2. Rotation,
3. Zentrische Streckung (incl. Spiegelung),

4. Scherung.

Die Spiegelung wird gelegentlich ausgeschlossen. Die dhnlichen Abbildungen haben den
ersten, zweiten und dritten Freiheitsgrad, die kongruenten den ersten und zweiten, und

die Parallelverschiebungen nur den ersten. Die Scherung bewirkt eine Verzerrung der
Gestalt.
Im Beispiel nach Bild 1 ist die Kurve ,k“ kongruent, die Kurve ,,a“ dhnlich und die Kurve

»A“ affin zu der mit ,R“ bezeichneten Referenzkurve. Diese vier Kurven sind zueinander

affin. Die Kurve ,,x“ ist kein affines Bild der Kurve ,R“ und ist daher auch zu keiner der

iibrigen Kurven affin.

20 [ . T

15+ ~
° R Kk
n
g 10 .
. *

O 1 1 {
0 5 10 15 20

u—Achse

Bild 1: Affine Bilder und ein nicht affines Bild ,x“ des ebenen Referenzbildes ,R¢. Das
Bild ,k“ ist auBerdem kongruent, das Bild ,a“ dhnlich zu ,R“.
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2.1.1 Affine Abbildung in der reellen Ebene R?

Die umkehrbare lineare Abbildung z° — z im R®

z = Az’ + =, det(A) =| A|#0 (1)

mit der reellen Matrix A € R**" und dem reellen Vektor 2o € R" heit affine Abbildung.

Fiir den R? lautet sie ausgeschrieben:

u ay; a u® u
( )=( u 12)( 0)+( 0), D = apaz; — anar2 # 0.
v a1 Q22 v Vo

Die affinen Abbildungen bilden eine Gruppe. Deren wichtigste Untergruppen sind

o die Ahnlichkeitsgruppe : ATA=|A)’E,
e die Kongruenzgruppe : ATA=E,
e die Gruppe der Parallelverschiebungen : A =E.

Das hochgestellte T' bedeutet ,transponiert“ und E die ,,Einheitsmatrix“. Im Falle nega-
g g

tiver Determinante D liegt Spiegelung vor.

2.1.2 Affine Abbildung in der komplexen Ebene C

FaBt man z und z° als komplexe Zahlen auf:

r=u-+jv, 2% = u® 4 jo°, 7 =v-1,

so lautet die affine Abbildung z° — z in der komplexen Ebene:

z = az® + bz + ¢, D = aa™ — bb* # 0. (2)

mit den komplexen Abbildungsparametern a,b und c. Der hochgestellte Stern bedeutet
ykonjugiert komplex“. Fiir die o.g. Untergruppen der affinen Gruppe gilt jetzt unter
Ausschlufl der Spiegelung:

e Ahnlichkeitsgruppe : la] #0 A b=0,
¢ Kongruenzgruppe : la| =1 A b=0,
¢ Gruppe der Parallelverschiebungen : a =1 A b=0.

Bei Spiegelung sind die Rollen von a und b vertauscht, und D ist dann negativ.
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2.1.3 Beziehungen zwischen den Abbildungsparametern

Zwischen den reellen und komplexen Parametern bestehen umkehrbar eindeutige Bezie-

hungen. Es gilt:

] )

a = §(a11 +az)+ %(021 — aa), (3)
1 ’

b = 5(“11 —ay) + ?2‘(&21 + a12), 4)

c = u+ jUO, (5)

und

S(a+b) R(a-—0d) (6)

o - [ %O
0 (m@)’ (M

mit R fir Realteil und S fiir Imagindrteil. Ferner gilt:

Y (m@+m _ma—m)’

D= det(A) =| A |= a11029 — Aq1019 = aa* — bb*. (8)

2.2 Zum Begriff der Invariante einer Punktmenge

Eine Punktmenge M°® = {2°} sei der Prototyp aller Punktmengen einer bestimmten
Klasse. Irgendeine Punktmenge M = {z} gehort zu der durch MP reprisentierten A qui-
valenzklasse, wenn unter den Abbildungen, welche die Klassenbildung vermitteln, eine
existiert, die M® auf M abbildet. Die Aquivalenz zweier Punktmengen M° und M wird
durch M ~ M? angegeben.

Beispiel: Zur Aquivalenz geometrischer Figuren

¢ In der Gruppe der affinen Abbildungen gilt:
Kreis ~ Ellipse und
Parallelogramm ~ Rechteck ~ Quadrat, aber
Kreis # Quadrat.

¢ In der Gruppe der dhnlichen Abbildungen gilt dagegen:
Kreis(Mittelpunkty, Radius,) ~ Kreis(Mittelpunkt,, Radius,), aber
Kreis ¢ Ellipse und
Parallelogramm 7 Rechteck # Quadrat.

19



Essei T : M — I = {Ii|k = 0,%1,42,...} eine Transformation der Punktmenge M
in eine diskrete, geordnete Folge I von Zahlenwerten, und 7 : M® — I° = {IQ|k =
0,+1,42,...} dieselbe Transformation angewandt auf MP.

Die Folge I heifit (relatives) Invariantensystem, wenn fiir jedes M ~ M? eine Kon-

stante u existiert, so daf§ gilt: I = ulI®.

M ~ M°
T 17
I = ul°

Sie heiBt absolutes Invariantensytem, wenn fiir jedes M ~ M?° gilt: T = I°.

M ~ M°
Ty T
I = I

Sie heifit vollstdndig, wenn dariiber hinaus fiir alle M £ M und fiir alle x # 0 gilt:
I # ull.

M ~ M M 4 MO
Ty 47 Ty 47
I = ul° I # ul°

Sie heifit umkehrbar, wenn auBerdem eine inverse Transformation 7' : I — M’ exi-
stiert, so daB gilt: M’ ~ M°. Im Gegensatz zum iiblichen Sprachgebrauch verlangt
der Begriff ,umkehrbar® hier nicht die Identitdt, sondern nur die Affinitdt zwischen
dem Original M und dem Bild M’. Ein umkehrbares Invariantensystem ist auch
vollstindig, ein vollstindiges nicht notwendigerweise umkehrbar. Wenn also fiir ein
Invariantensystem die Umkehrbarkeit gezeigt werden kann, dann ist damit auch

gleichzeitig die Vollstindigkeit bewiesen.

M ~ M°
Ty 7
I = ul®
AR
M ~ M°
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Die Begriffe Invariante und Vollstindigkeit haben allgemein Giiltigkeit. Sie unterscheiden
sich dadurch von den unscharfen Begriffen Merkmale und Selektivitit. Merkmale sind
GroBen, die unter den zulassigen Abbildungen anndhernd konstant sind. Sie heifilen se-
lektiv, wenn deren Werte mit hoher Wahrscheinlichkeit den SchluB auf die Zugehorigkeit

zu einer Aquivalenzklasse zulassen.

Beispiel: Der Quotient Kompaktheit = Flache/Umfang? ist eine absolute Invariante
unter der Ahnlichkeitsgruppe, aber keine Invariante unter der affinen Gruppe. In Bild 2
wird die Scherung (affine Verzerrung) durch den Neigungswinkel einer Ebene, in welche die
dargestellten Muster parallel projiziert wurden, ausgedriickt. Neigungen in verschiedene
Richtungen fiihren auf Kurvenscharen fiir die Kompaktheit. Die Kurvenscharen fiir den
Kreis fallen zusammen. Beim Neigungswinkel Null (Ahnlichkeitsabbildung) sind alle fiinf
Muster nur an diesem einzigen Merkmal unterscheidbar. Die Kurvenscharen erweitern
sich nur langsam mit zunehmendem Neigungswinkel (zunehmende affine Verzerrung), so
daBl noch bei erheblicher Neigung eine Unterscheidung moglich ist. Das Beispiel soll die
Unterschiede zwischen Merkmalen und Invarianten sowie zwischen Vollstdndigkeit und
Selektivitdt veranschaulichen. Unter den Freiheitsgraden der Parallelprojektion handelt es
sich hier offensichtlich um ein Merkmal mit ausreichender Selektivitdt zur Unterscheidung

der dargestellten Objekte innerhalb eines begrenzten Intervalls des Neigungswinkels.

100 28 T
80
38 pe 27-5 .
pt =
o 60 o
2 g
4 Ad 27 -
= £
2 2
26.5 .
20
0 26
100
Neigungswinkel Neigungswinkel

Bild 2: Kompaktheit unter Parallelprojektion fiir verschiedene Objekte in % bezogen auf
den Kreis.
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3 Konturbeschreibungen

Die Randlinie C eines einfachen, ebenen und beschrinkten Zusammenhangsgebietes heifit
Kontur. Sie ist notwendigerweise geschlossen. Hier wird der Begriff Kontur zur Bezeich-
nung ebener, geschlossener Kurven verwendet, ohne Riicksicht darauf, wie diese entstan-
den sind. Fiir die mathematische Behandlung ebener Kurven ist es prinzipiell unwesent-
lich, ob die Darstellung in der komplexen Ebene C oder dem R? erfolgt. Nachfolgend

wird die fiir den jeweiligen Zweck geeigneter erscheinende benutzt.

3.1 Kontinuierliche Parameterdarstellung

In diesem Abschnitt wird C als Kurve im R? aufgefaBt. Es sei t eine iiber C definierte,
kontinuierliche skalare Funktion, die in einem Punkt Py € C , dem Aufpunkt, den Wert
Null und nach einem vollen Umlauf den Wert T annehme. Dann ist die Kontur durch
eine periodische Funktion z(t) mit der Periode T darstellbar. In diesem Sinne ist die
Bogenlinge eine parametrisierende Funktion. Diese wird hier zwar nicht benutzt, eignet

sich jedoch, um Eigenschaften verschiedener Parametrisierungen aufzuzeigen:

o Ist t(I) eine streng monotone Funktion der Bogenlinge I, dann ist z(t) eine stetige

Funktion des kontinuierlichen Parameters t.

e Ist ¢(!) monoton, aber nicht streng monoton, so ist z(t) unstetig, ndmlich {iberall

dort, wo die strenge Monotonie verletzt wird.

o Ist t(I) nicht monoton, dann ist z(t) mehrdeutig.

Ein Beispiel dazu ist in Bild 3 angegeben. Links oben sind drei Parameter ¢0,¢1 und ¢2 als
Funktionen der Bogenlinge dargestellt. Die Funktion ¢0(!) ist streng monoton, t1(I) ist
nicht monoton und #2(1) ist monoton. An einer Stelle verschwindet jedoch die Ableitung
von t2(l) (waagrechte Tangente). Daher ist ¢2(!) nicht streng monoton. Die Funktionen
t1 und ¢2 haben dem Betrage nach dieselben Ableitungen. Sie unterscheiden sich nur da-
durch, daB das Vorzeichen der Ableitung von ¢1(!) wechselt, wihrend die Ableitung von
t2(1) nirgends negativ ist. Man erhélt somit die monotone Funktion ¢2({), indem man iiber
den Betrag der Ableitung der nicht monotonen Funktion ¢t1(I) integriert. In den iibrigen
Teilbildern sind die Parameterintervalle als horizontale Strecken dargestellt und dariiber
jeweils dasselbe Kurvenstiick. Die Zuordnungen der Parameterwerte zu den Kurvenpunk-
ten sind durch gerade Verbindungslinien markiert. Die Abbildung der Parameterskala
t0 auf die Kurve ist eindeutig (rechts oben). Die Abbildung der Parameterskala ¢1 auf
die Kurve ist doppeldeutig (links unten). Die Doppeldeutigkeit wird dadurch beseitigt,
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Bild 3: Zur Stetigkeit und Eindeutigkeit der Parameterdarstellung von Kurven

dafl das ,gefaltete“ Parameterintervall ,,aufgeklappt“ wird (rechts unten). Die Unstetig-
keitsstelle wird dadurch deutlich, daB sich Geraden, welche die Zuordnung zwischen den
Kurvenpunkten und den Parameterwerten markieren, in einem Punkt des Parameterin-
tervalls (hier an der Stelle {2 = 0) treffen.

In den vorstehenden Betrachtungen kann jede umkehrbar eindeutige Parametrisierung
die Rolle der Bogenlange iibernehmen. Die Ausfiihrungen wurden nur aus Griinden der
Anschaulichkeit auf die Bogenlinge bezogen. Um dies in der Notation zum Ausdruck
zu bringen wird nachfolgend eine anfingliche Parameterskala ¢ vorausgesetzt, die jedem
Punkt der Kurve umkehrbar eindeutig einen Parameterwert zuordnet. Von nun an werden

nur solche Parameter

t=/dt
C

zugelassen, deren Differentiale den folgenden zwei Bedingungen geniigen:

1. Das Differential dt ist von einer urspriinglichen Parameterisierung unabhingig. Pa-

rameter, welche dieser Bedingung geniigen, heifien ihrerseits parameterinvariant [35).
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2. Das Differential dt eines affinen Bildes C der Kurve C° steht zum Differential dt° in
einem konstanten Verhiltnis. Parameter, welche dieser Bedingung geniigen, werden

unter der affinen Abbildung linear transformiert.

Zu 1. : Beispielsweise ist das Differential der Bogenlinge unabhangig von einer zufélligen

Parameterskala ¢, mittels der die Kurve urspriinglich beschrieben wurde [35].

Zu 2. : Unter einer affinen Abbildung werden Bogenelemente, abgesehen von Bogenele-
menten auf parallelen Geraden, nicht mit konstantem Mafstabsfaktor abgebildet. Daher

erfilllt die Bogenlange nicht die zweite Bedingung.

Ist z(€) eine analytische Kurve, und ist a:g") deren n-te Ableitung nach £, so lassen sich
unter Verwendung der duferen Produkte zweier aufeinanderfolgender Ableitungen Para-

meter bilden, die beiden Bedingungen geniigen (siehe Anhang). Fir deren Differentiale

Das AuBenprodukt wird durch die Klammern [ ] bezeichnet. Die Differentiale sind pa-

gilt:

ugn,) ugn+1)

d n>1. 9
vén) v§n+1) £, > (9)

rameterinvariant und affininvariant bis auf einen konstanten Faktor (siche Anhang). Sie

erfiillen daher beide Bedingungen. Ahnliche Ausfiihrungen findet man in [12].

Fir das Differential bei niedrigster, ndmlich zweiter Differentiationsordnung gilt mit

Uu U
dt = \3/ [z¢, Tee) dE = 34| v: v::

Dabei handelt es sich um das Differential der sogenannten Affinlinge ebener Kurven (siehe

n=1:

dt. (10)

[23]). Hierin sind z¢ = (u¢, ve)T die erste und zge = (uge, vee)T die zweite Ableitung der
Funktion z(¢) beziiglich irgendeines urspriinglichen Parameters £. Das Differential der
Affinlange 1aBt sich auch durch Wdl darstellen, wobei x(l) die Krimmung der Kurve
als Funktion der Bogenlinge bedeutet. Dies ist bemerkenswert, da die Kriimmung schon
bei kongruenten Kurven die fundamentale Differentialinvariante ist [35]. Die Verwendung

der Affinlange als Parameter fithrt auf die folgenden Schwierigkeiten:

¢ Die zweite Ableitung muf existieren. Sie existiert jedoch nicht in Eckpunkten von

Kurven.

o Die zweite Ableitung, also auch das Differential, verschwindet entlang Geraden-
stiicken. Die Affinlinge erfihrt somit entlang Geraden keine Verinderung. Da-
her fithrt die Parametrisierung mit der Affinlinge auf Unstetigkeiten entlang Gera-

denstiicken.
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In der Praxis kommen haufig Polygone vor. Aus den vorgenannten Griinden folgt, daB
die Affinldnge nicht geeignet ist, Polygone zu parametrisieren. Das eigentliche Problem
liegt im Auftreten der zweiten Ableitung, die entlang den Seiten verschwindet und in den
Eckpunkten nicht existiert. Um diese zu vermeiden, betrachten wir das Differential nach
Gleichung (9) fiir den Fall n = 0. Unter den affinen Transformationen gilt:

[2(€), z¢] = |Al[z°(€), ¢] + [0, Az].

Daraus folgt: Das Differential
dt = [z(£), z¢] d€

wird im Falle o = 0 proportional transformiert. Der Proportionalitatsfaktor ist |A|.
Es ist dariiber hinaus parameterinvariant. Es erfiillt somit unter den homogenen affinen
Transformationen beide Bedingungen fiir giiltige Parameter bei nur erster Differentiati-
onsordnung. Damit sind die mit der zweiten Ableitung auftretenden Schwierigkeiten fiir
die homogenen affinen Transformationen gelost. Die inhomogene affine Transformation
z = Az° + zo kann jedoch in eine homogene (z —2') = A(z° — z°') umgeschrieben werden,
wenn zwischen z’ und z% die Beziehung ' = Az% + zo gilt. Um das Ergebnis allgemein
anwenden zu kdnnen, kommt es also darauf an, aus C° einen Punkt 2% abzuleiten, dessen
Bildpunkt ' aus C wiedergefunden werden kann. Hier soll davon abgesehen werden, da8
in Sonderfallen markante Punkte oder Fixpunkte vorliegen. Vielmehr wird ein allgemein

verwendbares Verfahren angegeben.

Fiir den Flichenschwerpunkt der Kurve C gilt unabhingig von einer urspriinglichen Pa-

rameterskala ¢ (siehe Anhang C):

_ 24 (le(€),0d dt.

BT (@) 2 w

Die affinen Abbildungen bilden Flachenschwerpunkte aufeinander ab (siehe Anhang):
zs = Az + zo. Daher kann jede inhomogene affine Abbildung C® — C mit {4,z,}
durch Verschiebung der Kurven, so daf ihre Flichenschwerpunkte zs und z% im Ur-

sprung des Koordinatensystems zusammenfallen, in eine homogene affine Abbildung mit

{A,0} tberfithrt werden.

z° {A’—:CP}
I I
% — 2% {A—’Q} T —Zg
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Somit ist das Differential
dt = [117(6) - 375,.’135] d€

ein giltiges Parameterdifferential unter den inhomogenen affinen Transformationen bei

nur erster Differentiationsordnung.

Als nichstes wird dieses Differential geometrisch gedeutet. Der Betrag des Differentials
ist die doppelte (positive) Fliche des Segments, welches von dem Kurvenstiick d¢ und
den beiden Verbindungsgeraden vom Flachenschwerpunkt S zu den Endpunkten des Kur-

venstiicks eingeschlossen wird (siehe Bild 4). Sein Vorzeichen hingt vom Umlaufsinn

6 T 6 T
Kurve affine Kurve
i o . 41 .
¥
A dF° A
! 2L ' - [ 2L
> >
- - O -
0 S
_2 _2 .
-2 0 2 -2 0 2
u -—> u —>

Bild 4: Flichendifferentiale unter einer affinen Transformation

beziiglich des Flachenschwerpunkts bei wachsendem ¢ ab. Es ist positiv im Gegenuhr-
zeigersinn und negativ im Uhrzeigersinn. Dementsprechend wichst das Integral iiber dt,
wenn mit zunehmendem ¢ die Kurve entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird, es
fallt, wenn sie im Uhrzeigersinn durchlaufen wird, und es bleibt konstant entlang radialer
Kurvenstiicke. Daher ist das Integral im allgemeinen nicht monoton, und parametrisiert
dann die Kurve nicht eindeutig (s.0.). Ferner ist die parametrisierte Funktion z(¢) entlang

radialer Kurvenstiicken unstetig.

Die Mehrdeutigkeit kann auf einfache Weise behoben werden, wie eingangs dargestellt
wurde. Aus
dt = |A|dt°

folgt fiir den Betrag des Differentials:

|dt| = ||A]] |dt°| ||Al| ... Betrag der Determinante von A.

Die Betragsbildung 1afit die Proportionalitit unter den affinen Transformationen un-

beriihrt. Man erhilt somit einen weiteren giltigen Parameter, indem man nicht iiber
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vorzeichenbehaftete Flichenelemente, sondern iiber absolute Flichenelemente integriert.
Dieser ist monoton, jedoch nicht streng monoton, er parametrisiert daher die Kurve ein-

deutig, aufler an Unstetigkeitsstellen.

Hier scheint ein Widerspruch vorzuliegen. Einerseits verzichtet man auf Information,
namlich auf das Vorzeichen des Differentials, anderseits gewinnt man dadurch Informa-
tion, namlich die eindeutige Parameterdarstellung anstelle einer mehrdeutigen. Dabei ist
zu bedenken, daB es sich jeweils um vollig verschiedene Informationen handelt. Die an-
schauliche geometrische Bedeutung des vor. Differentials geht verloren. Auf diese kommt
es hier jedoch gar nicht an. Wie eingangs ausgefiihrt wurde, kommt es beziiglich Eindeu-

tigkeit nur auf Monotonieeigenschaften an. Zusammenfassend gilt:

Satz 1 : Kurvenparameter

Unter den inhomogenen affinen Transformationen sind

t = %/C[m(,f) —zg,z¢] dE vorzeichenbehaftete (vor.) Fliche (12)

und

t= %/c | [(€) — zs,z¢] | dE absolute (abs.) Fldche (13)

giltige Parameter von niedrigster, ndmlich erster Differentiationsordnung. Die Ver-
wendung dieser Parameter fihrt im allgemeinen auf Unstetigkeiten der parametrisierten
Kurve, nimlich dort, wo die Kurve radial in bezug auf den Flichenschwerpunkt verlduft.
Die Verwendung des ersten Parameters fihrt dariber hinaus auf Mehrdeutigkeiten, wenn

der Umlaufsinn in bezug auf den Flichenschwerpunkt wechselt.

Parametertransformation unter der affinen Abbildung

Es sei C ein affines Bild der Kontur C° . Es sei t eine Parameterskala {iber C und ° iiber
C? , jeweils entweder nach (12) oder nach (13).

Zwischen den Parameterwerten korrespondierender Punkte auf C und C° gilt in beiden

Féllen die lineare Beziehung
b=p(@+7), mit p=|A| baw. p=l[Al]

wobei 7 verschwindet, wenn der Aufpunkt auf C Bildpunkt des Aufpunktes auf C° ist.

Andernfalls spricht man von Aufpunktsverschiebung. Fiir die Perioden gilt:
T=ul® mit p=|A| bzw. p=|A].
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¢ Bei der Darstellung zweier Kurven C und C° durch Punktmengen wird die Frage,
welche Punkte zueinander korrespondieren, d.h. Original- und Bildpunkte sind,
nicht beantwortet (Korrespondenzproblem). Durch Parametrisierung werden die
Punktmengen geordnet. Mit den angegebenen Parametern reduziert sich das zu-
néachst unendliche Korrespondenzproblem auf eines zwischen zwei ausgezeichneten
Punkten, den Aufpunkten auf C und C° . Es gilt nimlich bei Normierung der
Parameter auf die jeweilige Periode: t/T = t°/T° + 7/T° mit der einzigen Unbe-

kannten 1.

e Die Periode T' mit dem Wert des Integrals (12) bzw. (13) nach einem vollstindigen

Umlauf ist eine (relative) Affininvariante.

Beispiele
5 [*...Schwerpunkt 5 '
o...Aufpunkt
A T
0 - —
> 3
___5 ! _5 !
-5 0 5 0 0.5 1
u —> Bogenlaenge —>
5 T 5 T
A A
| |
> P,
=4 =}
_5 1 __5 L
0 0.5 1 0 0.5 1
Abs. Flaeche —> Vor. Flaeche —>

Bild 5: Komponenten einer ebenen Kurve als Funktionen verschiedener Kurvenparameter

In Bild 5 ist links oben ist eine ebene Kurve mit dem Flachenschwerpunkt im Koordi-
natenursprung dargestellt. Die {ibrigen Teilbilder zeigen die Komponenten u und v als

Funktionen verschiedener Parameter, nimlich der Bogenlinge, der abs. Fliache und der
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Bild 6: Komponenten einer Kurve bei Konturfehlern

vor. Fliche. Die Parametrisierung erfolgt, jeweils vom linken unteren Eck (Aufpunkt)
ausgehend, entgegen dem Uhrzeigersinn. Bei Parametrisierung iiber der Bogenlinge ist
die Steigung der Komponenten auf das Intervall zwischen —1 und +1 beschrankt. In
dem vorliegenden Beispiel (rechts oben) wechselt die Steigung zwischen Null und den
Extremwerten, da die Seiten der Kurve nur senkrecht und parallel zu den Koordinaten-
achsen orientiert sind. Dagegen treten bei Parametrisierung durch die abs. Flache (links
unten) sehr viel grofere Steigungen auf, insbesondere dort, wo die Verbindungslinie vom
Flachenschwerpunkt zur Kurve sich mit einem Kurvenstiick fast deckt (,fast unstetig®).
Beim Entlanglaufen auf der Kurve gilt fiir den Umlaufsinn (4 gegen Uhrzeigersinn, — im
Uhrzeigersinn), bezogen auf den Koordinatenursprung der einzelnen geraden Kurvenab-
schnitte die Folge: + — +++ — —+++. Aufgrund des wechselnden Umlaufsinnes hat die
vor. Flache zu- und abnehmende Intervalle. Infolgedessen ist die durch die vor. Fliche

parametrisierte Darstellung (rechts unten) mehrdeutig.

Im nachfolgenden Beispiel wird der Einflufl von zufilligen Stérungen auf die Parameter-
darstellung der Kurve demonstriert (Bild 6). Zu diesem Zweck wurde die Original-
kurve zunichst dquidistant abgetastet und danach beiden Koordinaten der Abtastpunkte

ein zufilliger, jeweils gleichverteilter Fehler iiberlagert (links oben). Dargestellt sind die
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Komponenten u und v als Funktionen der gestorten, auf die (fehlerbehaftete) Periode
normierten Parameter. Dabei ist es wesentlich, dal die Betrachtung beziiglich der nor-
mierten Parameter erfolgt. Dies soll zunachst begriindet werden, wobei etwas vorgegriffen

werden mu8.

Die parametrisierte Funktion wird spiter fouriertransformiert. Dabei - sieche Gln. (14)
bzw. (15) - geht die Periode an zwei Stellen ein. Zum ersten als Faktor vor dem Integral.
Einem Fehler an dieser Stelle entspricht eine Streckung im Musterraum. Bei der nach-
folgenden Bildung von Invarianten wird diese gedachte Streckung, also auch der Fehler,
wieder eliminiert. Dieser Effekt ist daher unwesentlich. Wesentlich ist die zweite Verwen-
dung unter dem Integral. Dort wird der Parameter ¢ auf die Periode T' normiert. Eine
einfache Parameterstreckung mit einem konstanten Faktor wird hier durch die Normie-
rung auf die ebenfalls gestreckte Periode eliminiert und ist daher nicht als Fehlerquelle zu
betrachten. Hier sind nur Abweichungen von dem proportional gestreckten Parameter -

d.h. nichtlineare Parameterverzerrungen - Fehler.

Die Parametrisierung durch die Bogenlange (rechts oben) erweist sich als unempfindlich.
Dies ist darauf zuriickzufiihren, dafl der Parameterfehler ,,im Mittel“ proportional mit
dem fehlerfreien Parameter wichst, und die lokalen Abweichungen von dem gestreckten

Parameter klein sind.

Bei Parametrisierung durch die abs. Flache (13) hiangt die lokale Empfindlichkeit der para-
metrisierten Funktion vom Kurvenverlauf ab und kann an verschiedenen Stellen der Kurve
sehr unterschiedlich sein. Sie nimmt mit zunehmender Entfernung vom Flichenschwer-
punkt zu. Sie nimmt ferner zu mit kleiner werdendem Winkel zwischen dem Fahrstrahl
(Flichenschwerpunkt - Kurve) und der Tangente an die (fehlerfreie) Kurve. Decken sich
etwa der Fahrstrahl und ein (fehlerfreies) Kurvenstiick, dann ist der Parameterzuwachs
entlang diesem Stiick Null. Die Fehlerkomponente des seitlichen Versatzes von der Kurve
hat von Null verschiedene Zuwachse zur Folge, die sich beim Voranschreiten entlang der
gestorten Kurve aufsummieren. Im vorliegenden Beispiel etwa ist der durch einen Pfeil
markierte Kurvenabschnitt besonders empfindlich. Die unterschiedliche Empfindlichkeit

entlang der Kurve hat signifikante nichtlineare Parameterverzerrungen zur Folge.

Sehr viel robuster erweist sich die Parametrisierung durch die vor. Fliache (12). Ihre
Empfindlichkeit (rechts unten) ist der bei Parametrisierung durch die Bogenlinge (rechts
oben) vergleichbar, jedoch aus einem anderen Grund: Hier gehen die Parameterfehler vor-
zeichenbehaftet ein und summieren sich daher nicht, wie im vorangegangenen Beispiel, zu

einem monoton anwachsenden Fehler auf, sondern haben die Tendenz sich auszugleichen.

In Bild 7 sind die Parameterfehler iiber den fehlerfreien Parametern aufgetragen. Diese

Darstellungen veranschaulichen nochmals die Parameterempfindlichkeiten, wobei die nicht-
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Bild 7: Kurvenparameterfehler unter Konturstérungen in % der Periode

lineare Parameterverzerrung im Fall der abs. Flache und die qualitativ vergleichbare

Empfindlichkeit der Bogenlinge und der vor. Fliche deutlich zum Ausdruck kommen.

3.2 Diskrete Parameterdarstellung durch Fourierdeskriptoren

Durch Anwendung der Fouriertransformation auf die periodische Funktion z(t) wird die
unendliche zusammenhdngende Punktmenge C in eine unendliche diskrete Punktmenge

mit dem diskreten Parameter k transformiert.
Fir z € C gilt:
1 ; —3
Co=Us+iVe= 7 ]ﬁ (u(t)+jo(t)e 2R/ Ty gk —0,41,42,...,00, CieC"

(14)
und fiir z €R? gilt:

t .
X, = }{ u(t) | —jorkt/ Ta,  k=0,41,42,...,00, X, € C2
Vk v(?)

(15)
Die Transformierten C; bzw. Xj sind Beschreibungsgrofien der Kurve C und werden

deren Fourierdeskriptoren genannt.
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Beziehungen zwischen den Fourierdeskriptoren

Die Funktionen u(t) und v(¢) sind reell. Folglich gilt:
Uy = Ufk und Vi = ka, und daher auch: X; = ka. (16)
Daraus und aus Cyx = Uy + jVi (14) folgt ferner:

1 1
Ur = §(Ck +C%) und Vi = 2_j(Ck - C%). (17)

Eigenschaften der Fourierdeskriptoren:

Ist z(t) stetig und eindeutig, dann sind die Fourierdeskriptoren asymptotisch genau um-

kehrbar und damit eine vollstindige Beschreibung der Kurve C . Fir die Umkehrung

gilt:
+o00 .
st)= ¥ Ced?2™RT s e (18)
k=00
bzw. oo
st)= Y Xeed2RT e R2, (19)
k=—o00

Ist die Anzahl der Fourierkoeffizienten auf das Intervall [—M, M| beschrankt, so liegt im
allgemeinen eine angenaherte Beschreibung vor, deren Darstellungsfehler mit wachsendem

M asymptotisch verschwindet. Die Betrige der Fourierkoeffizienten nihern sich fiir k¥ —
oo mit 1/k? oder schneller dem Wert Null [5].

Ist z(t) unstetig, dann sind die Fourierdeskriptoren in der Nihe der Unstetigkeitsstelle
bei noch so groflem aber endlichem M nicht umkehrbar [14]. Der Darstellungsfehler kann
durch die Eigenschaft der Reihe, daB sie an der Unstetigkeitsstelle den Mittelwert der
Funktionswerte annimmt, und der als Gibbs-Phinomen bekannten Erscheinung erhebli-
che Werte annehmen. Das (unendliche) Koeffizientensystem ist jedoch vollstindig in dem
Sinne, dafl nicht zwei verschiedene Kurven existieren, die in allen Fourierdeskriptoren
iibereinstimmen. Die Betrige der Fourierkoeffizienten nahern sich fiir £ — oo mit 1/k

dem Wert Null, also langsamer als bei stetigen Funktionen.

Ist z(t) mehrdeutig, dann sind die Fourierdeskriptoren nicht umkehrbar. Dies folgt un-

mittelbar aus der Umkehrformel, die zu jedem ¢ genau ein z liefert.

Beschreibt z(t) eine Kurve, die bei einer Rotation um den Schwerpunkt mit 27 /s in sich
selbst ibergeht, dann liegt eine Rotationssymmetrie vom Grad s vor. Von Null verschie-
dene Fourierdeskriptoren kdnnen nur im Indezabstand s auftreten [6]. Daraus folgt: Sind
die Fourierdeskriptoren einer s-fach rotationssymmetrischen Funktion vollstindig, dann
ist auch die Teilmenge der Fourierdeskriptoren mit den Indizes ¢ # 0,9 £ s,q + 2s,...

vollstindig. Hierin ist ¢ der Index eines von Null verschiedenen Fourierdeskriptors.
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Beispiele:

In Bild 8 sind Leistungsspektren fiir jeweils dieselbe Kurve bei zwei unterschiedlichen
Parametrisierungen dargestellt. Oben wurde ausgefithrt, daB die Parametrisierung der
dargestellten Kurve durch die abs. Fliche auf eine ,fast unstetige® Konturbeschreibung
fithrt, wahrend die Parametrisierung durch die Bogenlinge jede Kurve stetig beschreibt.
Dieser Unterschied wirkt sich im Leistungsspektrum deutlich auf die Geschwindigkeit,
mit der die Einhiillende abfallt (d.h. auf die Bandbreite), aus. Im rechten Teilbild ist

die Bandbreite erwartungsgemaf sehr viel grofier als im linken. Dementsprechend mufl

20 Parameter: Bogenlaenge 20 Parameter: abs. Flaeche
A A
| I
= or F 1 & o F .
+ +
=2 =
® —20f - & —20} -
2 2
o o
] v

—40 —-40

-50 0 50 -50 0 50
Index -> Index ->

Bild 8: Leistungsspektren fiir eine Kurve bei zwei verschiedenen Parametrisierungen

auch erwartet werden, daB die Qualitit einer beschrankten Zahl von Fourierdeskriptoren
zur Darstellung der Kurve erheblich von der Parametrisierung abhingt. In Bild 9 wird
dies durch die Riicktransformierten der komplexen Fourierkoeffizienten aus dem Intervall
[-M, M] mit M = 1,4,16 und 64 veranschaulicht. Es ist deutlich zu erkennen, daB bei
Parametrisierung durch die abs. Fliche (B) der Darstellungsfehler sehr viel groer ist als
bei Parametrisierung durch die Bogenlinge (A), insbesonders in den Bereichen der ,fast
Unstetigkeit“. Die Parametrisierung durch die vor. Flache fiihrt, wie oben schon gezeigt,
auf Mehrdeutigkeiten im Originalbereich. In diesem Fall sind die Riicktransformierten
der Fourierdeskriptoren Kurven (C), die in den Mehrdeutigkeitsbereichen keine Beziehung

zum Original mehr erkennen lassen.

Ein weiteres Beispiel soll die Effekte bei unstetig beschriebenen Kurven pointiert zusam-
menfassen. In Bild 10 ist als Original ein Quadrat dargestellt. Die Eckpunkte erhielten,
beginnend mit dem linken unteren, der Reihe nach die Parameterwerte 0, 0, %, 1,1. Diese

Parametrisierung entspricht dem Fall, daB die linke untere Ecke im Koordinatenursprung
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Bild 9: Fourierapproximation einer ebenen Figur bei anfinglicher Parameterdarstellung
durch die Bogenlange (A), die abs. Fliche (B) und die vor. Fliche (C).

liegt und von dieser aus ein Fahrstrahl der Kurve entlanggefiihrt wird, wobei die iiber-
strichene Fliche den Parameter bildet. Es wird ausdriicklich darauf hingewiesen, da8
diese Parametrisierung sich von der oben eingefiihrten dadurch unterscheidet, daB hier
der Koordinatenursprung nicht im Fliachenschwerpunkt liegt. Insofern ist das Beispiel
konstruiert. Das Beispiel ist trotzdem lehrreich. Es fiihrt auf ein {iberraschendes Ergeb-
nis, das in der praktischen Anwendung durchaus auftreten kann, nimlich immer dann,
wenn der Flichenschwerpunkt auf einen Eckpunkt fallt. Ohne Kenntnis der nachfolgend

beschriebenen Interpretationen wiirde man Gefahr laufen, einen Fehler zu suchen, wo kein
Fehler ist.

Aufgrund der gewdhlten Parametrisierung dndert sich der Parameter nicht, solange der
Fahrstrahl der unteren und der linken Seite entlanggefiihrt wird. Die Parameterdarstel-
lung der Kurve ist also fiir diese Seiten unstetig. Die Riicktransformierte der Fourierde-
skriptoren weicht erheblich vom Original ab, wobei die charakteristischen Abweichungen
bei keinem noch so groem M vermieden werden kénnen. In der Umgebung der linken
oberen und der rechten unteren Ecke ist das Gibbs-Phinomen zu beobachten. Ferner
kreuzt die Riicktransformierte die ,Mitten“ der Unstetigkeitsstellen. Die gemeinsame
Mitte der unteren und der linken Seite ist der Mittelpunkt des Quadrats. Bekanntlich
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Bild 10: Fourierapproximation eines unstetig beschriebene Quadrats

approximiert die abgebrochene Fourierreihe eine Funktion optimal im Sinne des mittleren
quadratischen Fehlers. Auf den ersten Blick scheint in diesem Beispiel diese Eigenschaft
nicht vorzuliegen. Dies triigt jedoch. Der mittlere quadratische Fehler ist ein integrales
MaB. Man beachte, daBl beim Durchlaufen der linken und der unteren Seite der Parameter
sich nicht &ndert, so daB Fehler in diesen Bereichen nicht zum mittleren quadratischen
Fehler beitragen. An dieser Stelle wird noch einmal an das vorangegangene Beispiel mit
der Kontur des Buchstabens ,F“ erinnert. Bei diesem liegt der Flichenschwerpunkt fast
auf einem der Eckpunkte (siehe Bild 5). Die Riicktransformierten der Fourierdeskriptoren

(siehe Bild 9 (B) ) weisen an dieser Stelle einen besonders grofen Fehler auf.

Schlieflich sei noch bemerkt, daB im Rahmen dieser Arbeit die Qualitit der Fourierde-
skriptoren beziiglich des Darstellungsfehlers von untergeordnetem Interesse ist. Hierzu
wird auf die Arbeit von Persoon und Fu [28] verwiesen, in der die optimale Parame-
trisierung beziiglich minimaler Bandbreite behandelt wird. Beziiglich der Bildung von
Invarianten ist die Eigenschaft der Vollstindigkeit vorrangig. Diese wird jedoch durch
Unstetigkeiten nicht beriihrt.

3.3 Ergidnzungen fiir offene Kurven

Bisher wurden geschlossene Kurven vorausgesetzt. Damit konnten die Kurven auf natiirli-
che Weise durch periodische Funktionen dargestellt werden. Die Periodizitit der Parame-
terdarstellung ist eine notwendige Voraussetzung fiir die Aquivalenz der Konturbeschrei-

bungen im Originalraum und im Raum der Fourierdeskriptoren. Gelingt es jedoch, offene

35



Kurven durch periodische Funktionen zulissiger Parameter zu beschreiben, dann kann
die urspriingliche Voraussetzung entfallen, und es kénnen offene Kurven wie geschlossene
behandelt werden. Dazu werden nachfolgend zwei Verfahren angegeben. Diese unterschei-
den sich prinzipiell dadurch, da8i beim ersten die offene Kurve im Endlichen fortgesetzt
wird, wiahrend dem zweiten eine Fortsetzung ins Unendliche zugrunde liegt (siehe Bild
11).

2 T T T
A
K
1+ -
*
N
| ok B ... ]
>
_2 It 1 1
-2 -1 0 1 2
u —->

Bild 11: Zur Darstellung offener Kurven durch periodische Funktionen

Es sei K eine einfache offene Kurve mit den Endpunkten A und B: z4 # zp. Ferner sei
K ein affines Bild der Referenzkurve K°.

1) Man erhélt aus den offenen Kurven K und K° ein affines Paar geschlossener Kurven
C’ und C%, indem man die Endpunkte durch Geraden verbindet. Die affinen Transforma-
tionen bilden Geraden auf Geraden ab. Ferner sind die Endpunkte von X affine Bilder
der Endpunkte von K° Also ist C’ ein affines Bild von C%, und zwar unter derselben
Transformation, die K° auf K abbildet. Nun ist zwischen geschlossenen Kurven gleicher
Gestalt, von denen die eine a priori geschlossen war und die andere nachtréglich geschlos-
sen wurde, zu unterscheiden. Bei a priori geschlossenen Kurven wurde der Parametrisie-
rung eine Koordinatentransformation in den Flichenschwerpunkt zugrunde gelegt. Fiir
jeden anderen Bezugspunkt erhilt man eine andere Parameterskala. Die affinen Trans-
formationen bilden Mittelpunkte von Strecken aufeinander ab. Also erhilt man zuldssige
Parameterdarstellungen fiir C’, indem man in Satz 1 z5 durch Ty mit

Tpa+ TR

M = 2
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ersetzt. Durch den Mittelpunkt M ist auf natiirliche Weise ein Aufpunkt auf C’ defi-
niert. Damit entfillt der Freiheitsgrad der Aufpunktsverschiebung und somit auch der
diesbeziigliche Normierungsaufwand. Eine Beschrankung dieses Verfahrens besteht darin,
daBl der Mittelpunkt M und der Flachenschwerpunkt S zusammenfallen kdnnen, d.h.,
daB es dann auf gleiche Parameterdarstellungen fiir C’ und C fithrt. Das nachfolgend

beschriebene Verfahren unterliegt dieser Beschrankung nicht.

2) Man stelle sich eine unendliche Anzahl von Reproduktionen der offenen Kurve K als
Glieder einer ins Unendliche ausgedehnten, gestreckten ,Kette“ vor (siehe Bild 11). Es
sei z(€) : 0 < ¢ < E irgendeine Parameterdarstellung der offenen Kurve K. Die Kette

wird dann beschrieben durch
z(§ + nZ) = z(€) + n(z(E) — z(0)), n=0,%+1,+2,....
Fiir die erste Ableitung gilt:
4 ot +nZ) = La(e)
z n=) = 7 éx ,

sofern sie existiert. Sie ist periodisch bei beliebiger Parameterskala ¢ und erfiillt damit
eine notwendige Voraussetzung beziiglich umkehrbar eindeutiger Darstellung durch Fou-

rierdeskriptoren. Ein Beispiel dazu findet man am Ende des Abschnitts. Unter den affinen

Transformationen
z(¢(n) = Az(n) + o
gilt:
dode _ ot
dédy  “dp’
Ersetzt man £ und n durch zuldssige Parameter ¢ und ¢° dann folgt:
dr Adz°
T 7;';&3, p=14] bzw. [|A]l.

Die ersten Ableitungen nach zuldssigen Parametern sind demnach dquivalent unter den
affinen Transformationen und periodisch. Sie kénnen daher wie zulissige Parameterdar-
stellungen geschlossener Kurven behandelt werden. Im Gegensatz zu dem zuerst beschrie-
benen Verfahren wird hier die Gestalt der offenen Kurve K nicht verindert. Eine Kon-
fliktsituation beziiglich der Unterscheidung zwischen a priori geschlossenen und offenen
Kurven tritt daher nicht auf, was als Vorteil zu werten ist. Ein Nachteil des Verfahrens
ist, daB es die Berechnung der ersten Ableitung erfordert und daher gegeniiber Stérun-
gen empfindlicher ist. Ferner ist seine Verwendbarkeit auf stetige Funktionen beschrinkt.

Eine Spezialisierung des Verfahrens auf dquidistant abgetastete Kurven findet man in [36].
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SchluBfolgerung:

Es wurden zwei Moglichkeiten zur Parameterdarstellung offener Kurven durch periodische
Funktionen zuldssiger Parameter aufgezeigt. Beide unterliegen gewissen Beschrankungen.

Daher werden der weiteren Abhandlung wieder geschlossene Kurven zugrunde gelegt.

Beispiel: Zur Darstellung offener Kurven durch Fourierdeskriptoren

1.5 . 2 T
Original
1+ 1 /!\ L . ]
A
I 0.5F . i
g i 0+ + + -
0F PU— -
-0.5 -1
-2 0 2 -2 0 2
u —> du/dl ->
1.5 T 2 .
Approximation
r ) Aogqb " i
A ! + +
I 0.5F — = + +
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-2 0 2 -2 0 2
u —> du/dl —>

Bild 12: Fourierapproximation einer offenen Kurve (Original nach [36])

Im linken oberen Teilbild von Bild 12 ist das Original einer offenen Kurve dargestellt.
Diese wurde durch die Bogenlinge, beginnend beim unteren Endpunkt, parametrisiert.
Die Kurve hat drei verschiedene Ableitungen nach der Bogenlinge (rechts oben). Das
Ergebnis der Fourier-Hin-und-Riicktransformation (M = 10) der Ableitungen ist rechts
unten dargestellt. Man erkennt Haufungen in der Umgebung der Stellen, die durch die
Ableitungen des Originals markiert sind. Durch Integration ergibt sich die im linken un-
teren Teilbild dargestellte Kurve, die den Kurvenverlauf des Originals, trotz Verwendung

von nur wenigen Fourierkoeflizienten, gut wiedergibt.
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Zur Berechnung dieses Beispiels wurde ein Programm, entsprechend Kapitel 8, verwendet.

Die Fourieranalyse wurde iiber den folgenden Eingangsdaten ausgefiihrt:

dufdt|1 1 00 -1 —1 1
dv/dt|0 011 0 00
t (0112 2 33

Dieser Datensatz beschreibt die Ableitung der Originalfunktion exakt, einschlieSlich der

unterlegten periodischen Fortsetzung (letzte Spalte).

3.4 Fourierdeskriptoren affiner Konturen - Die Gruppe G4z

Es seien z(t) und z°(t°) Parameterdarstellungen zweier affiner Konturen C ~ C° mit der

Parametrisierung nach (12) oder (13). Ferner seien X}, X7 deren Fourierdeskriptoren fiir
z,2° € R?, und C4, Cj fiir z,2° € C (sieche Abschnitt 3.2).

Es gilt:
z(4(t°)) = Az°(t°) + zo, fir z,2° € R?
z(t(t°) = az®(t°) 4 bx®*(1°) + ¢, fir z,2°€C
jeweils mit:
() =p(t’+7), p7ER

Sowohl die affine Abbildung als auch die Parametertransformation unter der affinen Ab-
bildung sind linear. Durch Anwendung des Superpositions- und des Verschiebungssatzes

der Fouriertransformation (siche Anhang A) folgt:

Xk = 2*AXD, k#0, (20)
Cr = ZF(aCQ+0bC%), Kk #0, (21)

jeweils mit: .
2= e d2nT[T" (22)

Fiir die 0-ten Fourierdeskriptoren gilt ferner:

Xo
Co

AXG +b, (23)
aCg + bCP* + c. (24)

An dieser Stelle werden die beiden Forderungen an das Differential des Parameters (Ab-
schnitt 3.1) wirksam. Wegen der ersten kénnen die Fourierdeskriptoren, ausgehend von

beliebigen urspriinglichen Parameterdarstellungen, unabhingig voneinander bestimmt
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werden und stehen wegen der zweiten schlieBlich ebenfalls in einem linearen Zusammen-
hang, sofern die Konturen affin sind. Wiirde etwa die Bogenlinge als Parameter benutzt
werden, so wiirde deren Verzerrung unter der affinen Abbildung die Linearitit im Raum

der Fourierdeskriptoren ,storen“.

Die Translation wirkt sich nur auf den 0-ten Fourierdeskriptor aus, alle tibrigen sind trans-
lationsinvariant. Somit sind {Xj : k = £1,42,... oo} bzw. {C} : k = £1,£2,...,+00}
vollstindige Systeme verschiebungsinvarianter Fourierdeskriptoren. Aus diesem Grund

bleibt der 0-te Fourierdeskriptor fortan unberiicksichtigt.

Von der affinen Abbildung verbleiben vier reelle Freiheitsgrade in der Matrix A, bzw.
die beiden komplexen Freiheitsgrade a und b. Der Term z* beriicksichtigt eine eventuelle
Aufpunktsverschiebung bei der Parametrisierung und hat den zusitzlichen reellen Frei-
heitsgrad 7. Das Problem des Bildung von affininvarianten Fourierdeskriptoren besteht
nun im Auffinden von Transformationen, die, angewandt auf die Fourierdeskriptoren af-
finer Konturen, zum selben Ergebnis fiilhren und dabei die in den Fourierdeskriptoren
enthaltene Gestaltsinformation, soweit sie die Zugehdrigkeit zu einer Aquivalenzklasse

betrifft, méglichst unberiihrt lassen.

Fiir jedes k£ # 0 bildet die Gesamtheit der Abbildungen nach (20) bzw. (21) eine Gruppe,
die Gruppe G4z . Diese enthilt die affine Gruppe G4 und die Gruppe der Aufpunktsver-
schiebungen Gz als Untergruppen.

Nachfolgend wird die Bildung von Invarianten unter G4 und Gz zunichst getrennt
behandelt. Die Ergebnisse werden anschlieBend zur Bildung von Invarianten unter G4z ,

den aeffininvarianten Fourierdeskriptoren, kombiniert.
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4 Invariantensysteme unter der Gruppe G4

Fiir die Gruppe G4 der affinen Transformationen gilt laut Gleichung (20) bzw. (21):

Xi= AXY, k0,
Ci= aCP+bC%, k#0.

Die Separation der Transformationsparameter wird hier wieder genauso vorgenommen,
wie bei der Parametrisierung, namlich unter Anwendung des Aufenprodukts. Aus jedem

Paar zweier Fourierdeskriptoren lassen sich die folgenden AuBenprodukte bilden:
[ Xk, X3, [Xk’X:]’ [X;:’Xp] und [X:,X:]’ k,p # 0.

Betrachtet man die Gesamtheit der Indizes k,p = +1,42,..., 400, so erhilt man vier
dquivalente Systeme, die sich nur durch die Anordnung ihrer Elemente unterscheiden.
Dies folgt aus der Symmetrieeigenschaft der Fourierkoeffizienten reeller Funktionen (16).

Nur aus formalen Griinden wird nachfolgend das zweite bevorzugt.

Satz 2 : A-Invarianten
Die Aufenprodukte

U, U¥

Dk.P = [Xk’X:] = ‘/k V*
14

= UV} - V.U, k,p=41,42,...,+00, (25)

bilden ein (relatives) Invariantensystem unter G4 mit oo? Elementen. Die Elemente

heifien der Kiirze halber A-Invarianten.

Ferner ist jedes

Ak,P = Ckc: - kac—p’ k,p 7é 0 (26)
eine A-Invariante, die sich von Dy, lediglich um einen konstanten Faktor unterscheidet.
Es gilt:

Akp = (=2j) Dk,
Beweis: zu(25)

Es sei C ~ C° . Dann gilt fiir jedes Paar zweier Fourierdeskriptoren Xj, X, : k,p # 0 mit
(20) die Matrix-Gleichung

U, UF v U k0
A P (s ) (P (21)
i 'V, VP 0 =2*
Durch Anwendung des Determinanten-Produktsatzes folgt daraus

UV} —ViUS =|A|  (DQV* = VRUSY) k-7, (28)
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und mit der Abkiirzung nach (25)

Dy, =|A| DY, 2z, q.ed. . (29)

Die linke Seite der Gleichung unterscheidet sich von der rechten beziiglich der Freiheits-
grade der affinen Abbildungen nur um den konstanten Faktor | A |, unabhingig von den

Indizes k und p. Somit sind die Dy, (relative) A-Invarianten.
Beweis: zu(26)
Durch einfaches Einsetzen von (21) in (26) erhilt man:
CiCy — CHC_p = (aa™® — bb*) (CRCY* — C%C0,) 257, (30)
und mit (8) und (26) ebenfalls:

Arp=lA| AR, 777, q.ed.. (31)

4.1 Minimale vollstindige A-Invariantensysteme

Die Menge der co® A-Invarianten nach Kapitel 4 ist in hohem MaBe redundant. Nach-
folgend wird eine oo! Teilmenge aus dieser untersucht, die sich dadurch ergibt, daB einer

der beiden Indizes, hier der Index p, als fest angenommen wird.

Satz 3 A-Invarianten
Voraussetzung: p € {£1,22,... £ 0|U,V,F —V,UF #0 baw. C,Crf —C*,C_, # 0}

Die Folgen der oo A-Invarianten

D= UV} -VUF, k=41,£2,...,4+00 (32)
Ar= C.C;-CHC_,, k==1,42,... 40 (33)

sind jeweils ein vollstindiges und minimales Invariantensystem unter G4 .

Beweis:

Beide Invariantensysteme unterscheiden sich nur um einen konstanten Faktor. Der Beweis

wird daher nur fiir eines gefiihrt. Fiir p = konst gilt:
Ap=d'C, +6C*,
mit

d=C* und ¥ = -C_,.

14
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Die Normierung beinhaltet somit lediglich eine affine Transformation im Spektralraum
(21) falls, der Voraussetzung entsprechend, a’a™ — ¥b™* # 0 gilt. Somit bleiben alle
Eigenschaften der Fourierdeskriptoren hinsichtlich der Vollstindigkeit und der Minimalitit
erhalten. Sind die Fourierdeskriptoren umkehrbar, dann ergibt die Fouriersynthese der A-
Invarianten einer Kontur C ein affines Bild C’ von C . Zusammenfassend folgt: Hinsichtlich

der Signalstruktur sind die A-Invarianten den Fourierdeskriptoren gleichwertig.

Zur Voraussetzung von Satz 3

Es gilt: C,Cf —CX,C_, = (=2j)(U,V,* - V,UY), d.h. beide Teile der Voraussetzung sind
gleichwertig. Es reicht daher aus, nur einen von beiden zu betrachten. Die Voraussetzung
wird dann, und nur dann, verletzt, wenn U, und V] gleichphasig sind, wenn also eine
reelle Konstante ¢ existiert, mit der gilt: U, = cV,. Gilt diese Beziehung fiir alle p €
{£1,£2,... £ 00}, dann gilt auch u(t) = cv(t). Diese Gleichung beschreibt fiir 0 <t < T
ein Geradenstiick. Randlinien von Zusammenhangsgebieten (Konturen) kénnen niemals
nur aus einem Geradenstiick bestehen. Also existiert fiir jede Kontur ein Index p, der die

Voraussetzung erfiillt.

4.2 Nicht vollstindige A-Invariantensysteme

Satz 4 Jedes der vier folgenden Systeme

Diy = UV =W UK , k=41,£2,... Fo00,
Ak,k = CkC:—kaC_k , k——-:tl,:l:z,...,:i:oo,
Dy, = |UGV=WVUS| , k=41,£2,...,400, p=41,42,..., +00,
Ay, = |CCF —CHC_,| , k=21,42,...,400, p=+41,42,..., Fo0,

ist ein (relatives) Invariantensystem unter Gaz . Die Invariantensysteme sind nicht

vollstandig.

Beweis: Invarianz unter G 4z

Es gilt: 22 =1 und | 2z |= 1. Aus (29) und (31) folgt:

Dk,k = | A I Dg,k und D;c,p = ” A ”l D;c),p la q'e'd'a (34)
Are= |A|AY:  und AL = |[A]AY,], aqed.. (35)
Dy i ist imagindr, alle iibrigen sind reell. Allen vier Systemen ist gemeinsam, daf sie die

Phaseninformation der Fourierdeskriptoren eliminieren. Daher bezeichnet jedes der vier

Invariantensysteme unendlich viele Kurven und ist deshalb nicht vollstindig.
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Anmerkung

Diese Invariantensysteme sind zwar nicht vollstindig, da ihnen die Phaseninformation
fehlt. Aus demselben Grunde sind sie jedoch robust gegeniiber Fehlereinfliissen. Wegen
der informationsverdichtenden Eigenschaft der Fouriertransformation sind sie iiberdies

selektiv. Beide Eigenschaften wurden in einer Anzahl von Laborexperimenten bestatigt.

4.3 Absolute A-Invarianten

Es sei I irgendeines der oben angegebenen A-Invariantensysteme und C ~ C°. Dann gilt
entweder I =| A | I° oder I = — | A | I°. Zur Bildung absoluter A-Invarianten sind die

relativen lediglich so zu normieren, da8 sich | A | kiirzt. Dies kann

o entweder durch Normierung auf irgendeine, nicht verschwindende, relative

A-Invariante

e oder durch Normierung auf die Periode T

geschehen. Da schon in Satz 3 D, # 0 bzw. A, # 0 vorausgesetzt wurde, nehmen diese
unter den A-Invarianten eine Vorzugsstellung ein. Die Periode T kann definitionsgemaf

nicht verschwinden.

Satz 5 : Absolute A-Invarianten
Voraussetzung: p € {£1,%2,...,20|U,V,f —V,UF #0 bzw. C,C) — C*,C_, # 0}

Die Folgen

UV -V UF C.CF-C*.C-
p y A P p

= , E=41,+2,...,400, 36
UV, —V,UF ~ C,Cy - C* C., (36)
1
T(UkVp* -V U)), k=+1,42,...,+00, (37)
1
T(Ckc: - Cc*.C.,), k=+1,+2,...,400. (38)

sind jeweils ein absolutes, vollstindiges und minimales Invariantensystem unter G4 .
Sind die Fourierdeskriptoren umkehrbar, dann sind auch die Invarianten umkehrbar auf

eine normierte Darstellung beziglich der Freiheitsgrade der affinen Abbildungen.

Bezeichnet man die Invarianten eines dieser Systeme mit @, dann gilt sowohl
Qr = @%2%P falls C~C° (39)
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als auch die Umkehrung
C~C° falls Vk#0:Qr=Q%%"?. (40)

Dieselben Normierungen, angewandt auf die Invarianten nach Abschnitt 4.2, fithren auf
absolute, nicht vollstindige Invariantensysteme unter G,z . Bezeichnet man die Invarian-

ten eines dieser Systeme mit Ry, dann gilt:
R, =R} falls C~C°

jedoch nicht der UmkehrschluB.

Beispiel: Erhaltung der Signalstruktur

Y

Bild 13: Konturen im Original (oben) und nach Anwendung der Fouriersynthese auf deren

A-Invarianten (unten)

In Bild 13 sind oben vier verschiedene Konturen dargestellt. Von diesen wurden zunichst
vollstindige und absolute A-Invarianten berechnet und diese mittels Fouriersynthese (18)
riicktransformiert. Die synthetisch gewonnenen Konturen (unten) sind, bis auf den Dar-
stellungsfehler durch Abbruch der Fourierreihe, affine Bilder der Originale. Durch diese
wird veranschaulicht, daf§ die vollstindigen A-Invarianten die in den Fourierdeskriptoren
enthaltene Signalstruktur (Gestaltsinformation), soweit sie fiir die Zugehdrigkeit zu einer
Aquivalenzklasse relevant ist, nicht verandern. Die beiden ersten ,F“-formigen Konturen
sind affin. Somit sind ihre A-Invarianten und deren Inverse gleich. Bemerkenswert ist
die Eigenschaft der ,,Symmetrierung durch die A-Invarianten, die in allen vier Fillen,
besonders jedoch bei den beiden geometrischen Figuren Dreieck und Parallelogramm, zu

beobachten ist.
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4.4 Invariantensysteme unter Untergruppen der
affinen Gruppe

Fir die Bildung von Invarianten unter der Ahnlichkeitsgruppe, der Kongruenzgruppe
und der Gruppe der Parallelverschiebung eignet sich die Parametrisierung durch die Bo-
genlinge in besonderer Weise. Sie ist parameterinvariant, wird unter diesen Gruppen
linear transformiert und fithrt garantiert auf stetige und eindeutige Konturbeschreibun-

gen.

Fiir die Fourierdeskriptoren Cj : k # 0 gilt:

Cr= 2|a|eCQ : Ahnlichkeitsgruppe, (41)
Cr=  2%¢/*C)  :Kongruenzgruppe, (42)
Cr = Pdo : Parallelverschiebungen. (43)
Satz 6 :
Voraussetzung: p € {£1,%2,...,+00|C, # 0}
Die Folgen:
Ci/Cp :ke€{£1,£2,...,400} : Ahnlichkeitsgruppe, (44)
CkC: tke {£]1,12,...,+00} : Kongruenzgruppe, (45)
Cr ke {£1,%2,...,400} : Parallelverschiebungen. (46)

sind umkehrbare, vollstindige, absolute und minimale Invariantensysteme unter der je-
weiligen Gruppe. Sie sind auflerdem gruppenspezifisch, d.h. nicht gleichzeitig Invarian-

tensysteme unter einer Obergruppe.

Die Umkehrbarkeit, die Vollstindigkeit und die Minimalitit folgen unmittelbar daraus,
daB die Fourierdeskriptoren diese Eigenschaften besitzen und die Invarianten zu den Fou-

rierdeskriptoren proportional sind.

Bezeichnet man die Invarianten unter der Kongruenz- und der Ahnlichkeitsgruppe wieder

einheitlich mit Q, dann gilt:

Qr = 2F7PQ% ke {£1,42,...,400} : Ahnlichkeitsgruppe, (47)
Qr=2"7QY ke {£1,42,...,+00} : Kongruenzgruppe, (48)
Cr=2FC} k€ {£1,42,...,400} : Parallelverschiebungen, (49)

was man durch einfaches Einsetzen unmittelbar erhilt. Diese Gleichungen zeigen zum
einen die Invarianzeigenschaft, zum anderen aber auch, daB das Problem der , Aufpunkt-
normierung® unter der affinen Gruppe und deren Untergruppen grundsitzlich von gleicher
Art ist. l
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5 Invariantensysteme unter der Gruppe Gz

Fiir die Gruppe Gz der Aufpunktsverschiebungen gilt:
Cr=2"CP, |z|=1 (50)

Offensichtlich sind die Betragsquadrate C;C;* Invarianten unter Gz , kurz Z-Invarianten.
Dabei handelt es sich, wie nachfolgend gezeigt wird, um den einfachsten Sonderfall eines
Produkts aus n 4+ 1 Faktoren. Die Betragsquadrate eliminieren die Phaseninformation
und sind daher unendlich-deutig. Nachfolgend werden Normierungen mit minimalem
Phasenverlust entwickelt. Zunéchst sei jedoch die grundlegende Idee skizziert. Bildet
man aus einer gewissen Anzahl von Fourierdeskriptoren ein Produkt und setzt in dieses
die Gleichung (50) ein, so erscheint im Exponenten von z die Summe der im Produkt
vorkommenden Indizes. Ist diese Summe Null, dann ist das Produkt Z-invariant. Im
allgemeinen ist die Summe nicht Null. Fiir einen gegebenen Indexsatz erreicht man Z-
Invarianz, indem man das Produkt so bildet, dal im Exponenten von z eine gewichtete
Summe erscheint, und indem man die Gewichte A; so wihlt, daB der Exponent von z
verschwindet. Der allgemeine Ansatz dafiir ist ein Produkt aus Potenzen von Fourierde-

skriptoren.

Satz 7 :
Voraussetung: I{ko, k1, kay...,kn}: | Ci, |#£0.

Das Potenzprodukt
P=JIC%, (51)
=0
in dem die Erponenten \; die diophantische Gleichung

Z (i—) Aik; = 0, A € Z\O (52)
1=0

erfillen, ist Z-invariant.

Das negative Vorzeichen (—) gilt fiir konjugiert komplexe Faktoren (*) im Potenzprodukt.
Z\0 ist die Menge der ganzen Zahlen mit Ausnahme der Null. Die Zahl n wird nachfolgend

Ordnung des Potenzproduktes genannt.

Die Forderung nach ganzzahligen Exponenten \; garantiert die Eindeutigkeit des Potenz-
produktes. Der Beweis wird unten gefiihrt. Zunéchst soll erliutert werden, warum zusdtz-
lich Eindeutigkeit verlangt wird. Dazu nehme man an, dal das Potenzprodukt N Lésun-
gen habe. Dann erhilt man aus den C}, und Cy die Losungsmengen L = {P,, P,,..., Py}
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und L° = {P?, P?,..., P§}. In welcher Reihenfolge die Losungen anfallen ist unbestimmt.
Soll nun gepriift werden, ob eine der Losungen aus L mit einer der Lésungen aus L° iiber-
einstimmt, dann sind bis zu N Vergleiche erforderlich. Der Aufwand ist am geringsten,

wenn N =1 ist, d.h. wenn nur eine Ldsung existiert.
Beweis: Eindeutigkeit

Zunichst wird bewiesen, dafi das Produkt (51) eindeutig ist. Zum Beweis werden gebro-

chen rationale teilerfremde Exponenten

n=b

8§
angenommen. Dann ist jeder Faktor phasenmehrdeutig * moduloy, /si' Ist s das kleinste
gemeinsame Vielfache (kgV) der s;:
8 =kqgV(s1,82,.-,55),

dann ist das Potenzprodukt phasenmehrdeutig modulog, /s d.h. s-deutig im Phasenin-
tervall [0,27) und eindeutig nur fiir | s |= 1. Aus | s |=1 folgt: | s; |=1, d.h. ); € Z\0,
q.e.d. .

Beweis: Invarianz

Alle \; werden als ganzzahlig angenommen. Es gilt:

P = T~ C,?,.](*)'\‘,
1=0

= [I:%% I C,(:'_(*)'\‘, alle Faktoren sind eindeutig !

1=0 =0
PRFUPNH.
= zi=0 P°
= P° &= Y G Nk=0, )\eZ\o, qed. .
1=0

Ausgehend von dem allgemeinen Ansatz nach Satz 7 werden nachfolgend Spezialisierungen
abgeleitet. Dabei wird das Ziel verfolgt, daB die Vollstindigkeit der Fourierdeskriptoren
unter der Normierung méglichst erhalten bleibt.

1Bekanntlich hat z1/% genau s Wurzeln. Diese liegen in der komplexen Ebene auf dem Kreis mit dem
Mittelpunkt im Ursprung und dem Radius | z | . Der Phasenwinkel zwischen benachbarten Lésungen ist
2n/s. Beispiel: {14} = {+1,-1,+j, —j}
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Definition:
o Y O/ | Cr |= W, | CrI#0.

Die von Null verschiedenen komplexen Cj, bzw. Cy, sind somit durch die Produkte |C}|®;
bzw. | C, | ®x,darstellbar. Faft man nun ko als den laufenden Index k und alle iibrigen

k; als fest auf, dann erhélt man eine dquivalente Darstellung des Potenzproduktes (51):

n n
[Cxl @ TTICk ™ I] @k
i=1 i=1
Die Option (*) ist hier nicht mehr erforderlich, da sie bei den Betragstermen irrelevant
ist und bei den Phasentermen durch die Vorzeichen der Exponenten erfafit wird. Es gilt
nimlich ®* = ®~!. Der erste Produktterm ist reell und trigt nichts zur Normierung
auf Z-Invarianten bei. L&8t man ihn weg, so erhilt man Z-Invarianten, die mit den
Fourierdeskriptoren dem Betrage nach iibereinstimmen. Dies ist von grolem Vorteil, weil
dadurch schon per Definition die Erhaltung der strukturspezifischen Information in den
Betrégen der Fourierdeskriptoren garantiert wird. Wir nennen Z-Invarianten, die sich auf

die Form

|Ce | 2 I @2, Dok + D Nki=0, NeZ\0
i=1

i=1
bringen lassen, betragstreu und betrachten von nun an nur noch solche. Sowohl die Losbar-
keit der diophantischen Gleichung als auch deren Losungen, soweit sie existieren, hingen
in dieser Darstellung vom laufenden Index k ab. Dieser Mangel wird auf einfachste Weise
dadurch beseitigt, da man den Produktterm in der k£ — ten Potenz ansetzt. Damit erhalt

man die folgende Spezialisierung betragstreuer Z-Invarianten:

|Ce | ([T 25 X+ Mki=0, X €Z\o
i=1 i=1
Hierin ist die diophantische Gleichung genau dann 16sbar, wenn der grote gemeinsame
Teiler der k; auch Ao teilt (siche Anhang D). Wir zeichnen die kleinste positive Zahl,
welche die Losbarkeitsbedingung erfiillt, durch die Definition

Do Y ggT{ky, by, k)

aus. Dies hat den folgenden Grund. Die strukturspezifische Phaseninformation der Fou-
rierdeskriptoren ist in den Faktoren ®3° = ¢/ 2%k enthalten. Die Phasen @r haben Werte
aus dem Intervall [0, 27). Durch den Exponenten A\ wird das Phasenintervall um den Fak-
tor Ag ,gestreckt. Wegen der Phasenmehrdeutigkeit modulog,. bewirkt dies einen Verlust
der strukturspezifischen Phaseninformation um den Faktor Ao. In anderen Worten: Zu je-
der Potenz ®;° gibt es genau \q verschiedene Werte fiir ®. Der Verlust ist minimal, wenn

| Ao | den kleinstmdglichen, von Null verschiedenen Wert, annimmt. Mit obiger Definition
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wird somit einerseits die Losbarkeit der diophantischen Gleichung, andererseits ein Ma-
ximum an strukturspezifischer Information der Z-Invarianten garantiert. Im Falle Ao =1
bleibt die strukturspezifische Information der Fourierdeskriptoren vollstindig erhalten. In
diesem Falle ibertragen sich die Eigenschaften der Fourierdeskriptoren beziiglich Umkehr-
barkeit und Vollstindigkeit unveriandert auf die Z-Invarianten. Der Produktterm bewirkt
namlich lediglich eine zum Index k proportionale Phasenverschiebung, die ohne Einflufl
auf die Signalstruktur ist. In der Nachrichtentheorie heit solch ein Term Allpaf.

Zusammenfassend gilt:

Satz 8 :

Voraussetzungen:
1. {Cilk = £1,4£2,...,+00} ist vollstindig.
2. 3{k1,k2"",kn} : | Ck.‘ l# 0.
3. do L ggT{ky, ks,... kn).

Die Folge

| Ce | ([T ®21F,  k=+£1,£2,..., %00,
=1

=

in der die X; die diophantische Gleichung

Ao + Z/\,‘k,' =0, A € Z\O

=1

erfillen, ist ein vollstindiges Invariantensystem unter Gz , wenn g = 1.

Ste ist nicht vollstindig, trigt jedoch ein Mazimum an strukturspezifischer Information,
falls \g # 1. Wegen der dritten Voraussetzung ist die diophantische Gleichung immer

losbar.

Die Erhaltung der Signalstruktur im Falle Ay = 1 wird durch folgende Uberlegung veran-
schaulicht: Wendet man auf einen Satz von Fourierdeskriptoren und den entsprechenden
Satz von Z-Invarianten die Fouriersynthese an, so erhilt man kongruente Bilder. Nur die
Aufpunkte sind verschieden. Wir nennen daher solche Invariantensysteme verzerrungs-
frei. Ist das System der Fourierdeskriptoren vollstindig, so ist auch das verzerrungsfreie

Z-Invariantensystem vollstandig.
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Beispiele

Potenzprodukt n =1

Ansatz:
P = C,?C;“‘, Ak —pug =0, A, € Z\0.

Die verschiedenen Losungen der Nebenbedingung fithren auf Z-Invariantensysteme mit

unterschiedlichen Eigenschaften:

] /\:[l:Pk=(CkC;:)'\
Die Betragsquadrate (in beliebiger Potenz) unterdriicken die Phasen. Sie sind nicht

vollstindig.

e A=gq: P =CiC}*
Die Phasen der C}, werden mit ¢ multipliziert. Dadurch wird die Phaseninformation
der Ci um den Faktor ¢ reduziert. Die Invarianten sind nicht vollstindig, enthalten
jedoch mehr Information als die Betragsquadrate. Diese Normierung ist ahnlich mit
der von Zahn und Roskies [43] (siehe Kapitel 9).

. /\=l:Pk=CkC:k/q
Die Folge ist nur an den Stellen £ = +q,+2¢, ... eindeutig, an allen iibrigen Stellen

existieren ¢ Wurzeln.

Im Fall A = ¢ = 1 gehen die beiden zuletzt genannten Beispiele ineinander {iber. Die
Invarianten P, = CyCf* = Ci | C; | exp(—jkep,) unterscheiden sich von den Fourier-
deskriptoren nur um einen konstanten Amplitudenfaktor | C; | und eine zum Index k
proportionale Phasenverschiebung —k¢,. Sie verindern daher nichts an der strukturspe-

zifischen Information der Fourierkoeffizienten.

Betragstreue Z-Invarianten 0. Ordnung

Die Folge | Cy |: k = £1,+£2,... ist ein betragstreues Invariantensystem. Es enthilt nur
die strukturspezifische Betragsinformation der Fourierdeskriptoren, die Phaseninforma-

tion wird vollstindig eliminiert.

Betragstreue Z-Invarianten 1. Ordnung

Ansatz:
| Ck | 93°@%, XA+ Ag=0.

Voraussetzungsgema$ gilt:

Ao =99T(q) =gq.
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Daraus folgt:
A= -1

Somit haben die betragstreuen Invarianten 1. Ordnung die Form
| Cr | 239, -
Sie sind dann und nur dann verzerrungsfrei falls ¢ = £1.

Verzerrungsfreie Z-Invarianten 2. Ordnung

In diesem Beispiel wird demonstriert, daBl verzerrungsfreie Z-Invarianten ohne die Be-
schrankung auf einen der beiden Indizes +1 durch Erhéhung der Ordnung gebildet werden

koénnen. Ansatz:
| Cr | @93 @%, 14+ Ag+pur=0, ggT(q,r)=1.

Um einen Eindruck von der Losungsvielfalt zu geben, werden nachfolgend in einer Tafel

alle Kombinationen von ¢ und r in den Wertebereichen
g = £1,%2,...,+413,
r = +£1,+£2,...,+13
mit * bezeichnet, fiir welche Losungen existieren.

+¢—01020304050607080910111213
T

+

01 * %k k k k *k ¥ k ¥ Kk ¥ * *
02 * * * * * * *
03 * % * % * % * % *
04 * * * * * * *
05 x x x ok x x ok % £ % %
06 * * * * *
07 * k K * * * * % *x k *x %
08 * * * * * * *
09 * % * % * * * % *
10 * * * * * *
11 * k ¥ % *x ¥ *x ¥ * % * *
12 * * * * *
13 * %k k k ¥ kx *k *k ¥ *k * *

Beispielsweise ist
| Cr | ®4[®53®2]%,  k=41,42...,

ein verzerrungsfreies Invariantensystem, ohne daf zar Normierung einer der Indizes +1

verwendet wird.

Auf dhnliche Weise konnen verzerrungsfreie Invariantensysteme hoherer als zweiter Ord-
nung gebildet werden. Im allgemeinen nehmen die Losungsbeschrankungen der diophan-

tischen Gleichung mit zunehmender Ordnung ab. Es gilt namlich:
99T{ky, ... kn,kni1} < ggT{ks,..., ks }.

Die Losung diophantischer Gleichungen beliebigen Grades unter Verwendung des Eukli-
dischen Algorithmus’ wird im Anhang dargestellt.
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6 Affininvariante Fourierdeskriptoren

In den vorangegangenen Abschnitten wurde die Bildung von Invarianten unter der Gruppe
der affinen Transformationen G4 und der Gruppe der Aufpunktsverschiebungen Gz un-
abhangig voneinander behandelt. In diesem Abschnitt werden die bisherigen Ergebnisse
zu Invariantensystemen unter der Obergruppe G4z kombiniert. Die Invarianten nennen

wir affininvariante Fourierdeskriptoren oder auch, der Kiirze halber, AZ-Invarianten.

Fir die Gruppe G 4z der affinen Abbildungen und der Aufpunktsverschiebungen gilt nach
Abschnitt 4.3:

Qi = 2F77QY, |z |=1, k=41,42,...,400, p = konst.

Hierin ist p der Index, der bei der Bildung der Q) verwendet wurde.

Das Problem der Bildung von AZ-Invarianten unterscheidet sich von dem der Bildung
von Z-Invarianten nur durch das Auftreten des konstanten komplexen Faktors z=?. Daher
lassen sich die in Kapitel 5 erzielten Ergebnisse unmittelbar {ibertragen. Es wird darauf
verzichtet, von einem allgemeinen Ansatz aus, wie bei den Z-Invarianten, die speziellen
Invariantensysteme, die letztlich von Interesse sind, zu entwickeln. Wir beschrianken uns
hier auf betragstreue Invariantensysteme, welche die verzerrungsfreien Invariantensysteme

als Sonderfille einschlieBen.

Definition: 0
def k
U, = .
F T IOk

Satz 9 :
Voraussetzungen:

1. {Qklk = £1,12,... ,+o00} ist vollstindig.

2. H{kl,k%"-,kn} : IQki I# 0’ ki7ép-

3. A0 déf ggT{kl - D, k2 - Py kn "p}
Die Folge

Lo=| Qe | OP T9EPY,  k=+41,42,...,+00), (53)
=1

in der die \; die diophantische Gleichung

- Ao+ ZA,(k, - p) =0, A; € Z\0,

i=1
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erfillen, ist ein absolutes, betragstreues Invariantensystem unter G 4z . Es ist vollstandig,
falls Ao = 1. Andernfalls ist es nicht vollstandig, trigt jedoch ein Mazimum an struk-
turspezifischer Information. Eine endliche Anzahl, ndmlich genau Ao verschiedene Werte
von Qy, ergeben denselben Wert von Ii,. In diesem Sinne reduziert die Normierung die
strukturspezifische Information um den Faktor Ao. Wegen der dritten Voraussetzung ist

die diophantische Gleichung immer losbar.

Das Produkt hat nur ganzzahlige Exponenten und ist daher eindeutig. Der Term 2*~? wird
unter der diophantischen Gleichung als Nebenbedingung eliminiert. Ein entsprechender

Beweis wurde im Kapitel iiber Z-Invarianten gefiihrt.

Besondere Beachtung verdient der Fall, in dem die Folge der Q; eine s-fach rotations-
symmetrische Kurve reprasentiert. In diesem Fall sind alle Q;, deren Indizes nicht durch
k = p,pxs,pt2s,pt3s,... erfait werden, identisch Null. Somit ist der grofite ge-
meinsame Teiler der Indexdifferenzen k; — p,k; — p,...,k, — p mindestens s. Die An-
wendung des Satzes 9 fiihrt daher, auBer im Falle s = 1, auf nicht vollstindige Invarian-
ten. Ist jedoch das System {Qi|k = £1,£2...} vollstindig, so ist auch das Teilsystem
{Qklk = p,p £ s,42s,...} vollstindig; alle iibrigen Q) sind ja identisch Null. Fiir das
Teilsystem sind die Exponenten (k — p))\; ganzzahlige Vielfache von s. Um zu méglichst
kleinen Werten fiir A\g zu kommen, werden nachfolgend die Exponenten des Produktterms
durch s dividiert. Sie bleiben dadurch ganzzahlig, jedoch wird Ao dadurch um den Faktor
s reduziert. Die Invarianten mit dem Betrag Null werden von dieser Mafinahme nicht
bertihrt.

Satz 10 : Affininvariante Fourierdeskriptoren

Voraussetzungen:
1. s Z 1 ist Grad der Symmetrie .
2. {Qklk=p,pLts,pt2s,pt3s,...} ist vollstindig.
3. ki, kay.. . kn} s | Qr, |#£ 0,k # p.
4. Xo def ggT{b-Ls:E, 5?2, ey k"—;z}
Die Folge

| Qi | R TTOR* P/, k=41,42,43,...,

=1

in der die ); die diophantische Gleichung

do+ ) Ai(ki —p)/s =0, Ai € Z\0,

i=1
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erfillen, ist ein vollstindiges Invariantensystem unter G,z , wenn g = 1. Fine hinrei-
chende Bedingung dafir ist, daf} eines der k; vom Index p den Abstand s hat. Sie ist nicht
vollstindig, trdgt jedoch ein Mazimum an strukturspezifischer Information falls \o # 1.

Wegen der vierten Voraussetzung ist die diophantische Gleichung immer l6sbar.

Man beachte, daB die Uberlegungen zur Symmetrie sich nicht auf die Originalkurve (Fou-
rierdeskriptoren) beziehen, sondern auf die Kurve, die durch die A-Invarianten {Q}}
reprasentiert wird. Beispielsweise ist ein ungleichseitiges Dreieck 1—fach rotationssy-
mmetrisch. Dessen A-Invarianten reprasentieren jedoch ein gleichseitiges Dreieck (siehe

Bild 13), also eine Kurve von 3—facher Rotationssymmetrie.

Beispiele

AZ-Invarianten 0. Ordnung

Die Folge | Qx |: k£ = £1,+£2,... ist ein betragstreues Invariantensystem. Es enthalt
nur die strukturspezifische Betragsinformation, die Phaseninformation wird vollstandig

eliminiert.

AZ-Invarianten 1. Ordnung

Ansatz:
| Q| T TEPA 0 Ao+ Xg=—p)=0, Ao=g—p

Daraus folgt:
A=-1.

Somit haben die AZ-Invarianten 1. Ordnung die Form
| Qx| PO,

Sie sind dann und nur dann verzerrungsfrei, wenn die Indizes ¢ und p sich um Eins

unterscheiden.

AZ-Invarianten 1. Ordnung bei Symmetrie vom Grad s

Zum Vergleich betrachten wir die Bildung von AZ-Invarianten 1. Ordnung bei Symmetrie

vom Grad s.

Ansatz:
| Q| TR E)EPe Xt Mg—p)/s=0,  Xo=(q—p)/s.
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Daraus folgt:
A=-1,

und
| Qi | WP g R,

Die Folge ist dann und nur dann verzerrungsfrei, wenn die Indizes ¢ und p sich um s

unterscheiden. Fiir ¢ — p = s gilt:
| Qx | \I,k\pgp—k)/(q—zt).

Eine entsprechende Normierung der Fourierdeskriptoren wird in [6] angegeben und fiir
diese der Vollstindigkeitsbeweis gefiihrt (siche Kapitel 9 unter dem Stichwort: Burkhardt
1979)

Zur Erhaltung der Signalstruktur

p: 1] T T T T T T T T
., X
~ . } ) L«;
- i ‘St»- k ta -
. J .. I G
\ - g, LA .~
N/ g
q:3 q=4 =5
1 1 i3 1 1 1 A1 1

Bild 14: Kurven nach Anwendung der Fouriersynthese auf AZ-Invarianten.

In Bild 6 sind vier verschiedene Konturen dargestellt. Diese wurden durch Fouriersynthese

der AZ-Invarianten 1. Ordnung
I =| Qx| OOk k=41,42,..., 450,

der ,F“-férmigen Kontur erzeugt. Die Transformation der A-Invarianten Q) in die AZ-
Invarianten I ist nur im Fall ¢ = 2 verzerrungsfrei. Dies duflert sich im Bild dadurch,
daB die Signalstruktur, soweit sie durch die A-Invarianten reprisentiert wird, in diesem
Fall erhalten bleibt. In allen anderen Fillen treten ebenfalls invariante Kurven auf, deren

Verlaufe lassen jedoch keine Ahnlichkeiten mit dem Original erkennen.
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Konturvergleich im Merkmalsraum

Affines Bildepaar

- 0
)
S0 [P J
|
g —20r~ -
% —30r .
o
*
8 __40 1 1 1
-20 -10 0 10 20
Index ->
—_ 0 Nicht affines Bildpaar —_ 0 Nicht affines Bildpaar
5 2
S0 [P - _
| |
g —-20 g —-20 +~ -
%0 —30F S —30F .
= =
a —40 ' a —40 :
-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 2

Index —> Index —>

Bild 15: Leistungsspektren von AZ-Invarianten-Differenzen

In diesem Beispiel dient die Kontur des Buchstabens ,F“ in aufrechter Stellung als Re-
ferenzkontur. Mit dieser werden weitere Konturen anhand der Differenzen der affininva-
rianten Merkmale verglichen. Die Betrige der Invariantendifferenzen sind in Bild 15 in
logarithmischem Mafistab dargestellt. Im linken oberen Teilbild erfolgt der Vergleich mit
einer stark verzerrten, jedoch affinen Kontur. Aufgrund numerischer Fehler treten von
Null verschiedene Merkmalsdifferenzen auf. Deren Werte sind jedoch so klein, dafl sie

durch den dargestellten Bereich nicht mehr erfait werden.

Die Kontur, mit der im ‘linken unteren Teilbild verglichen wird, unterscheidet sich bei
subjektiver Betrachtung nur ,wenig“ von der Referenzkontur, objektiv gesehen ist sie
jedoch kein affines Bild der Referenzkontur. Der Pegel der Merkmalsdifferenzen liegt
signifikant iiber dem Fehlerpegel der Rechnung.

Die Kontur, mit der im rechten unteren Teilbild verglichen wird, unterscheidet sich dage-
gen sehr von der Referenzkontur. Der groflere Unterschied im Originalbereich fiithrt auf

einen erhohten Pegel der ,niederfrequenten“ Merkmalsdifferenzen.
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Konturvergleich im Musterraum

10 T T T 10 T T T
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4 0 1 & ot : s il
3] 3 '
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-5t . -5k \\I/ 4
//
=10 : ' . -10 . . .
-10 -9 0 5 10 -10 -5 0 5 10

u—-Achse —> u—Achse ~>

Bild 16: Konturvergleich im Musterraum

Im Beispiel nach Bild 16 wurden die AZ-Invarianten riicktransformiert und korrespon-
dierende Kurvenpunkte durch Geraden verbunden. Korrespondierend sind hier solche
Punkte, die bei der Riicktransformation zum selben, auf die jeweilige Periode normierten,
Parameter gehdren. Im Fall affiner Originale (links) decken sich die Riicktransformierten.
Im zweiten Fall (rechts), in dem die Originale nur lokal voneinander abweichen, weichen
die Riicktransformierten global voneinander ab. Die Beispiele nach den Bildern 15 und
16 weisen darauf hin, daBl die AZ-Invarianten i.a. nicht geeignet sind, Muster, die sich

nur lokal unterscheiden (z.B. durch teilweise Verdeckung), einander zuzuorden.
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Bild 17: AZ-Invariantenfehler unter zufilliger Konturstérung

Zur Wirkung zufélliger Stérungen

Zufallige Storungen wirken sich zweifach aus. Zum ersten als Parameterfehler, zum zwei-
ten als Funktionsstorung. Dabei ist der Parameterfehler von iibergeordneter Bedeutung.
Dies wird in den nachfolgenden Beispielen demonstriert. Dazu werden die AZ-Invarianten
einer fehlerfreien Kurve mit denen einer fehlerbehafteten verglichen. Die fehlerbehaftete
Kurve wurde aus der iquidistant abgetasteten, fehlerfreien Kurve durch Uberlagerung
eines gleichverteilten Zuschlags abgeleitet (Bilder 17,18 und 19). Die Breite der Fehler-

verteilung wird in % des Abtastintervalls angegeben.

Bild 17 zeigt die Fehleramplituden der AZ-Invarianten bei Parametrisierung durch die
abs. Flache fiir die Fehlerintervalle von 5, 10, 20 und 50%. Bis zum Abtastfehler von 10%
des Abtastintervalls liegt der Fehlerpegel unter -50 dB, also deutlich unter dem Pegel der
Merkmalsdifferenzen in dem Beispiel nach Bild 15. Bei Abtastfehlern von 50% erreicht der
Fehlerpegel ein so hohes Niveau, dafl in dem genannten Beispiel die Zahl der signifikanten
Merkmale deutlich beschrankt wird.

Als sehr viel robuster erweisen sich die AZ-Invarianten bei Parametrisierung durch die

vorzeichenbehaftete Flache.
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Bild 18: AZ-Invariantenfehler bei zufélliger Konturstérung und unterschiedlichem Kur-

venparameter

In Bild 18 sind die Fehleramplituden fiir die beiden Parametrisierungen, absolute Fliche
und vorzeichenbehaftete Flache, angegeben. Die Maximalwerte unterscheiden sich un-
gefihr um den Faktor 316 (ca.25 dB), die mittleren Betragsquadrate um den Faktor 333.
Der Grund fiir diese grolen Unterschiede ist in dem dominierenden Einflul des Parame-
terfehlers zu suchen. Dies wird durch ein weiteres Beispiel nach Bild 19 belegt. Hier
wurden den fehlerhaften Abtastwerten die Parameterwerte der fehlerfreien Kurve zuge-
ordnet. Durch diese Mafinahme wird der Fehlerpegel im Falle der Parametrisierung durch
die abs. Flache drastisch gesenkt. Die Fehleramplituden fiir die beiden Arten der Para-
metrisierungen bilden weitgehend iiberdeckende Cluster und dies auf niedrigem Niveau.

Die mittleren Betragsquadrate der Fehler unterscheiden sich nunmehr nur noch um den
Faktor 1,5 (vorher 333).

Gegeniiber dem vorangegangenen Beispiel mit fehlerbehafteter Parametrisierung ist eine
Reduktion der mittleren quadratischen Fehler um die Faktoren 412 (abs. Fliche) und 1,88
(vorzeichenbehaftete Fliche) festzustellen. Diese Werte unterstreichen die Bedeutung des

Parameterfehlers, vornehmlich bei Parametrisierung durch die abs. Flache.
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Fehlerfreie Parameter
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Bild 19: AZ-Invariantenfehler bei unterdriicktem Parameterfehler

Die hier verwendete Vorgehensweise zur Unterdriickung des Parameterfehlers ist selbst-
verstandlich nur in der Simulation, nicht jedoch in der Praxis, anwendbar. Das Ergebnis
weist jedoch darauf hin, da8 in der Praxis gegebenenfalls ein Vorverarbeitungsschritt zur
Restauration der Kurve angezeigt ist, etwa dann, wenn die Kurve aus den Daten eines

digitalen Bildspeichers abgeleitet wird.
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7 Bestimmung von Bewegungsparametern

In den folgenden Abschnitten wird zunichst ein Verfahren zur Bestimmung der Bewe-
gungsparameter in der Musterebene (Parameter der affinen Abbildung) entwickelt. Da-
bei werden Fourierdeskriptoren der Kurve, unter Verwendung von Fourierdeskriptoren
der affinen Referenzkurve, normiert. Zur Wirkung zufélliger Stérungen werden Beispiele
dargestellt. AbschlieBend wird auf eine Anwendungsmdglichkeit, die Bestimmung der

rdumlichen Lage und Orientierung ebener Objekte aus Kamera-Bildern, eingegangen.

7.1 Parameter der affinen Abbildung in der Musterebene

Es sei C ein affines Bild einer geschlossenen Kurve C° in der komplexen Ebene C . Gesucht

werden die komplexen Parameter a, b und ¢ der Abbildung
z = az® + b2®* + ¢

von C° = {z°} auf C = {z}.

Zwischen den Fourierdeskriptoren beider Kurven bestehen die Beziehungen (siche Ab-
schnitt 3.4):

Cr = 2*(aCP + bC°%) : k#0,
Co =aCd+bCe* +c: k=0.

Jedes Paar Cy,C, : ¢,r # 0 liefert ein lineares Gleichungssystem in a und &:

C, 22 0 c? C% a

C, 0 =z c? C% b

Dieses ist eindeutig l6sbar, wenn die Determinanten beider Matrizen von Null verschieden
sind. Die Determinante z9*" hat den Betrag Eins. Somit verbleibt als Losbarkeitsbedin-
gung:

A® = CoC% — COC* £ 0.

g -r q

Die Losung lautet dann:

a ) co -Cc% 271 0 C,
b -C) C? 0 =z C,
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und enthédlt noch z als Parameter. Zur Bestimmung von a und b nach dieser Gleichung
mufl z vorab berechnet werden. Aus dem 0-ten Fourierdeskriptor ergibt sich die Transla-

tion:

¢ = Cp — aCg — bCZ*. (55)

Bestimmung der Parameters 2

Wir definieren analog zu A° eine Gréfe A:
A=C,CF —~ C’,qu.

Fiir diese gilt:
A = 277 A|A° £ 0.

Daraus folgt: .

_(AIA | \g+r
z‘(NWAO ' (56)

Die Gleichung hat | ¢ + r | Wurzeln. Sie ist eindeutig, falls | ¢ + r |= 1. Man beachte,

dafl bei der Wahl zweier Indizes ¢ und r auch die Fourierdeskriptoren mit den Indizes

—q und —r, also insgesamt vier, in die Rechnung eingehen. Dabei ist es jedoch nicht
gleichgiiltig, welches Indexpaar aus den vier zur Verfiigung stehenden die Bezeichnungen
q und r erhélt, und zwar einerseits wegen der Anzahl der Wurzeln fiir z, andererseits

wegen unterschiedlicher Auswirkungen von Fehlern, wie spéter gezeigt wird.

Behandlung von Mehrdeutigkeiten

Fiir ein zweites Indexpaar ¢/, 7’ gelte:

lg' +7' |#]q+7].

Die Bedingung wird schon dann erfiillt, wenn ¢’ = ¢ und 7’ # r (oder umgekehrt), d.h.

wenn nur ein neuer Index eingefiihrt wird. Mit diesem Paar hat

1
S (AIAY N7
RSy

| ¢ + 7' | Wurzeln. Die Parameter z und 2’ haben g = ggT(q + r,¢ + r’) gemeinsame
Wurzeln. Ist ¢ = 1, so ist die einzige gemeinsame Wurzel die gesuchte. Andernfalls ist

das Verfahren zur Reduktion der Anzahl von Losungen wiederholt anzuwenden.
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Beispiele

Ortskurven und L3sungspunkte fiir die Abbildungsparameter a und b

Im linken oberen Teilbild von Bild 20 ist ein Paar affiner Kurven dargestellt. Zur Bestim-
mung der Parameter a und b wurden die Indexpaare ¢, = 1,2 (oben) und ¢,r = 1,5
(unten) gewahlt. Fiir z = €/°|0 < ¢ < 27 hat (54) Losungen, die auf den dargestell-
ten Ortskurven liegen. Die unendliche Losungsmenge wird unter Verwendung von (56)
auf 3 (oben) bzw. 5 (unten) diskrete Lésungen eingeschrinkt. Da 3 und 5 teilerfremd

sind, haben die beiden diskreten Lésungsmengen nur eine gemeinsame Lésung, die mit *

markierte, gemeinsam.

Parameter a 1 Parameter b

Im(a) ->
Im(b) —>
s

q

-0.5F - -0.5} .
_1 , —1 ...... I..-“
-1 0 1 -1 0 1
Re(a) -
1 Pararnleter a {
/l\ 0.5k )ﬁ, .‘ — /I\ 0.5 .
Y
’t? 0 L \D C\ - :'o\ 0 - -
i . "0 E
— —~0.5F - = -0.5+ .
-1 L -1 L
-1 0 1 -1 0 1
Re(a) —> Re(b) -

Bild 20: Ortskurven der Abbildungsparameter a und b fiir 0 < 7 < T. ¢g=1,r =2

(oben), r = 5 (unten), Kurvenparameter: abs. Fliche
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Parameterfehler

Bei der Riickrechnung von Fourierde-
skriptoren auf die Parameter der affi- 2 : . ;
nen Abbildung kommt der GréBe A°

eine besondere Bedeutung zu. Die

T

Riickrechnung ist zunidchst nur defi-
niert, wenn A° von Null verschieden ist. A
Sind die Fourierdeskriptoren jedoch mit N
Fehlern behaftet, so sollte die Rechnung
bei moglichst hohem Storabstand aus-

gefithrt werden. Unter der Annahme

eines gleichférmigen Storpegels bei den

Fourierdeskriptoren wird dies durch die 2-2 -1 0 1 2
Wahl desjenigen Indexpaares (g,r) er- a ->

reicht, fiir welches A° den groftmogli-

chen Wert hat. Dies folgt unmittelbar

aus (54). Ferner wird an die unter- Bild 21: Beispiel fiir Konturstérung unter ei-
schiedliche Stérempfindlichkeit der Fou- nem in u- und v-Richtung jeweils gleichver-
rierdeskriptoren, abhingig vom Typ des teilten Abtastfehler von 50% des Abtastin-
Kurvenparameters, erinnert. tervalls

Nachfolgend werden in den Bildern 23 und 22 Fehlercluster fiir die riickgerechneten Pa-
rameter a und b unter Wirkung zufélliger Konturstorungen fiir verschiedene Indexpaare
(g,7) und jeweils fiir die beiden in Frage kommenden Kurvenparameter dargestellt. Das
MaB der Stérung, welches hier zugrundegelegt wurde, ist aus Bild 21 ersichtlich. In den
Tabellen 1 und 2 sind die Betrige von A° fiir erlaubte Indexpaare angegeben. Die Ta-
bellen sind spiegelsymmetrisch zu den Diagonalen. Zu jedem Paar (q,r) gibt es daher
drei gleichwertige Paare: (—q,—r),(r,q) und (—r,—q). Nicht gleichwertig sind jedoch
die Paare (¢,r) und (g, —r). In dem folgenden Beispiel wurden ¢ = 1 und r = +2, +3
gewihlt. Die Werte aus beiden Tabellen nehmen, bezogen auf die angegebenen Indizes,
in der Folge r = +2,-2,-3,+3 ab. (In Tabelle 2 ist fiir r = +2,~2 infolge Rundung
derselbe Wert von 0 dB angegeben.) Im Mittel kann daher der geringste Fehler bei der
Wahl von r = 2 und zunehmende Fehlerempfindlichkeit entsprechend der angegebenen
Folge erwartet werden. Die Ausdehnungen der Fehlercluster bestitigen dies. Die Bilder
zeigen dariiber hinaus ein erheblich unterschiedliches Fehlerverhalten (Mittelwert, Streu-
ung) der riickgerechneten Parameter in Abhingigkeit vom Kurvenparameter zugunsten
der Parametrisierung durch die vorzeichenbehaftete Fliche. Alle Beispiele werden im sel-
ben Mafistab wiedergegeben. Einige Bilder zeigen weniger Markierungen als andere. In

diesen Fillen iiberschreiten die Fehler den verfiigbaren Zeichenbereich.
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Bild 22: Fehler der Abbildungsparameter unter Konturstorungen bei Verwendung der

absoluten Fliache als Kurvenparameter
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Bild 23: Fehler der Abbildungsparameter unter Konturstérungen bei Verwendung der

vororzeichenbehafteten Flache als Kurvenparameter



Tabelle 1: Betrige der Determinanten (in dB) bei Parametrisierung durch die absolute
Flache

Index | -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-5 . =34 -33 -23 -11 . -13 -22 -35 -39 .
-4 |-34 . -38 -18 -14 . -7 -21 -28 . -39
-3 |-33 -38 . -18 20 . -9 -20 . -28 -35
-21-23 -18 -18 . 1 . -2 . <20 -21 -22
-11-11 -14 -20 1 -2 9 -7 -13
0 . . . . .o . . . . .
1(-13 -7 -9 -2 .o . 1 -20 -14 -11
21-22 -21 -20 .2 1 . -18 -18 -23
31-35 -28 . 20 9 . -20 -18 . -38 -33
4 |-39 . -28 -21 -7 . -14 -18 -38 . =34
5 -39 -35 -22 -13 . -11 -23 -33 -34

Tabelle 2: Betrage der Determinante (in dB) bei Parametrisierung durch die vorzeichen-
behaftete Flache

Index | -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-5 . -44 -31 -25 -10 . -12 -25 -35 -40 .
-4 | -44 . -26 -20 -7 . -8 -20 -28 . -40
-3 |-31 -26 21 -8 -3 -20 -28 -35
-21-25 -20 -21 . 0 0 -20 -20 -25
-1]-10 -7 -8 0 0 -3 -8 -12
0 . .
1(-12 -8 -3 0 . o -8 -7 -10
21-25 -20 -20 0 0 -21 -20 -25
31-35 -28 . 20 -3 . -8 -21 . -26 -31
4 |-40 . -28 -20 -8 . -7 -20 -26 . 44
5 -40 -35 -25 -12 . -10 -25 -31 -44
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7.2 Bestimmung von 6-Freiheitsgrade-Bewegungsparametern

ebener Objekte im R? aus Kamera-Aufnahmen

In diesem Abschnitt wird der Versuch unternommen, aus der als bekannt angenommenen
Gestalt eines ebenen Objektes und dessen Kamerabild auf die raumliche Lage (Position
und Orientierung) des Objektes zu schlieBen. Dazu wird fiir die Kamera zunichst die
Abbildung einer Lochkamera (projektive Abbildung) angenommen. Im nachsten Schritt
werden die affine Niherung fiir die projektive Abbildung eingefithrt und die Vorausset-
zungen fiir diese dargestellt. Schlielich werden die Gleichungen zur Riickrechnung der
suBeren geometrischen Parameter aus den Parametern der affinen Abbildung angegeben.
Besonderer Wert wurde auf die Darstellung von Fehlereinfliissen und Angabe der Grenzen

des Einsatzbereiches dieser Anwendung gelegt.

Bildfestes
Koordinatensystem

Kamerafestes

Koordinatensystem

Objektfestes

Koordinatensystem

Bild 24: Zentralprojektion aus dem R3 in die Bildebene
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Die nachfolgend genannten Koordinatensysteme sind in Bild 24 dargestellt.

e Objektfestes Koordinatensystem: u?,v°, w°

Die Koordinatenachsen «° und v° spannen die Objektebene auf.
|Y J

e Kamerafestes Koordinatensystem: z,y, 2
Der Koordinatenursprung liegt im bildseitigen Brennpunkt F'. Die z-Achse ist die
optische Achse.

¢ Bildfestes Koordinatensystem: u,v
Der Ursprung liegt auf der optischen Achse und hat vom Ursprung des kamerafe-
sten Koordinatensystems den Abstand der Brennweite f. Die Koordinatenachsen
u und v sind parallel zu den Koordinatenachsen = und y orientiert. Das bildfeste

Koordinatensystem spannt die Bildebene auf.

Die Lage des objektfesten Koordinatensystems im kamerafesten System wird durch die
Koordinaten zg,yo und z, des Ursprungs des objektfesten Systems angegeben, die Orien-
tierung des objektfesten Koordinatensystems gegeniiber dem kamerafesten Koordinaten-
system durch die drei Eulerschen Winkel a, % und ¢.

Die Orientierung mit den Eulerschen Winkeln als Orientierungsparametern ist folgen-
dermafBlen zu deuten. Sind alle drei Winkel Null, dann sind die kamerafesten und die
objektfesten Koordinaten parallel orientiert. Ausgehend von dieser Situation erfolgt eine
erste Drehung um die optische Achse (Azimut: a), eine zweite quer zur optischen Achse
(Schragsichtwinkel: %) und eine letzte wiederum um die optische Achse (Rotation: ¢).
Schon aus der Anschauung ergibt sich, daB8 der Schragsichtwinkel hier eine dominierende

Rolle spielen muBl, da durch schrige Ansicht eines Objektes dieses verzerrt erscheint.

Die Transformation von objektfesten in kamerafeste Koordinaten lautet:

0

z a1 a2 a3 u Zo
— 0
Yy | = | @n a2 az v +| %
0
z a3 a3z 0az3 w 20
mit
a1 @12 413 cos¢p —sing 0 1 0 0 cosa —sina 0
a1 G a3 = sing cos¢ 0 0 cosyp —siny sina cosa 0
a3; a3z az3 0 01 0 sinyp cosy 0 01
z — Achse z — Achse 2z — Achse
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Kamera-Modell: Projektive Abbildung

Fiir die bildfesten Koordinaten u und v des Bildpunktes P’ gelten unter Zentralprojektion
(siehe Bild 24) die Verhaltnisgleichungen:

de
urz=—f:2 und viy=—f:z2, f>f0.

Hierin ist f die Brennweite des Objektivs. Daraus folgt:
= p
v y

__f
p=—=

mit

Der Faktor p heit Abbildungsmapstad, er ist variabel in z. Unter Berlicksichtigung der

Koordinatentransformation folgt daraus:

u®
7] a a T
( ) =”(au 12 13) o0 +It( 0) (57)
v a1 Gz a3 w? Yo

_ -f
B o + azg® + agu® + zo° (58)

Fiir die projektive Abbildung ebener Objekte (w® = 0) gilt daher:

o))
v az1 ap v Yo

S (60)

p= .
az1u® + azv° + 29

mit

mit

Kamera-Modell: Affine Ndherung der projektiven Abbildung

Betrachtet man die Gesamtheit aller Punkte eines ebenen Objektes, so variiert der Ab-
bildungsmaflstab der projektiven Abbildung innerhalb eines gewissen Intervalls. Ist die
Intervallbreite sehr viel kleiner als die untere Intervallgrenze, dann kann der Abbil-
dungsmafstab fiir alle Objektpunkte niherungsweise als konstant angenommen werden.

In diesem Falle ist das projektive Bild eines ebenen Objekts ndherungsweise ein affines

Bild des Objekts.

Fiir die affine Naherung der projektiven Abbildung gilt:

0
(u)zﬂ(au ,am)(uo)—{-ﬁ(mo) falls Vp : u = i = konst (61)
v az1 G2 v Yo
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mit der Transformationsmatrix

an  aig _ cos¢ —sing 1 0 cosa —sino (62)
asz Gz - sing cos¢ 0 cosy sinad  cosa
(63)

( cosacos ¢ — cosypsinasing — sinacos @ — cos cos asin @ )
H

cosasin¢g + cossinacos¢ — sinasing + cos P cosa cos @

und dem mittleren AbbildungsmaBstab

—f

a3 u® + az2t° + 2o

ﬁ,:

Hierin ist (2% 9°) irgendein ,zentraler Punkt in der konvexen Hiille des Objekts, z.B.
der Flachenschwerpunkt, der Linienschwerpunkt, der Mittelpunkt zwischen den Rand-
punkten, die voneinander am weitesten entfernt sind, oder irgendeine andere Art von

Mittelpunkt. Liegt dieser Punkt nahe der optischen Achse, so gilt:
f

iR —=.

20

Fehlerbetrachtung

Es sei (2% 9°) ein Bezugspunkt in der konvexen Hiille des Objekts. Dann gilt fiir jeden
Objektpunkt (u?,°):

Der relative Fehler des AbbildungsmaBstabs fiir irgendeinen Objektpunkt ist dann:

~0 ~
p—p  aziu +azv
i a3 + az20° + 2

0 ~0 ~0
. u o, v
=siny(—sina + — cosa).
z z

Hierin ist Z die z-Komponente (auf der optischen Achse) des Bezugspunktes. Ist # der

grofite Abstand des Objektrandes vom Bezugspunkt, dann ist der maximale relative Fehler

r .
—sin .
z

Dieser Fehler ist ,klein“ bei ,kleinem® Schrigsichtwinkel (¢ ~ 0). Er ist {iberdies klein,

wenn das Objekt klein gegeniiber seiner Entfernung zur Kamera ist.
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In folgender Tabelle sind die Grenzwinkel fiir verschiedene Fehlerschranken in % bei ver-

schiedenen Verhéiltnissen 7 : zZ angegeben.

Fehlerschranken
2101%(02%(0.5% | 1.0%

3>
N

10| 0.6°| 1.1°| 2.9°( 5.7°
20| 1.1°| 2.3°| 5.7°|11.5°
50| 2.9°| 5.7°(14.5° | 30.0°
100 | 5.7°[11.5° | 30.0° | 90.0°

[ S W G GH U
.o .o . .

Das Beispiel weist darauf hin, daB die Berechnung des Schrigsichtwinkels aus dem Objekt-
bild auf der Grundlage der affinen Naherung auf solche Anwendungen beschrankt ist, bei
denen der Objektabstand sehr viel grofler als die ObjektgroBe ist.

Kamera-Modell: Affine Niherung in komplexer Darstellung

In Abschnitt 7.1 wurde die Riickrechnung der komplexen Parameter der affinen Abbildung
aus Fourierdeskriptoren angegeben. In diesem Abschnitt werden diese in Abhingigkeit
von den dufleren Bewegungsparametern dargestellt. Um zu dieser Darstellung zu kommen,
sind lediglich die Elemente der Matrix (??) entsprechend den Umrechnungsformeln (3,4

und 5) des Abschnittes 2.1.3 zu verwenden und elementar umzuformen.

z =~ ar®+ bz + ¢ (65)
mit
a = g(l + costp)el(+e) (66)
b = g(l — cos 1) ef($=), (67)
¢ = j(zo+jyo) (68)

Diese Darstellung zeichnet sich durch Kompaktheit aus, die sich sowohl beziiglich der In-
terpretation als auch hinsichtlich der Riickrechnung auf die Bewegungsparameter giinstig

auswirkt. Zunéchst zur Interpretation:

o Der AbbildungsmaBstab tritt als konstanter Faktor auf und bestimmt damit die
BildgroBe. '
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e Der Schragsichtwinkel bestimmt die Betrige von a und b. Ist ¢ = 0 dann ist auch
b = 0. In diesem Fall liegt eine Ahnlichkeitsabbildung vor. Wird das Objekt von
der Riickseite betrachtet, dann ist 90° < ¢ < 270°. In diesem Fall ist der Betrag

von b grofler als der von a.

e Die Drehwinkel um die optische Achse treten als Argumente der komplexen Ex-
ponentialfunktionen auf. Sie bestimmen damit den Phasenunterschied von a und

b.

Riickrechnung der affinen Abbildungsparameter in 3-D Bewegungsparameter

Aus dem Kameramodell (64) in komplexer Darstellung und der Definition des mittleren
AbbildungsmaBstabs folgen unmittelbar die Gleichungen zur Riickrechnung auf die 3-D

Bewegungsparameter.
A= lal+]b] (68)
” b
Y = :I:a,rccos{i : n : 5 :}, (69)
A [ Larga + argb),
¢ = (70)
| 3(arga +argb) 4,
' 2(arga — argb),
| 3(arga —argd) +,
1
g0 = —R{c}, (72)
f
. 1
Jo = 59{6}, (73)
% = L sind(@sind+cosd) —ﬁf. (74)

Fiir die Orientierungsparameter treten insgesamt vier verschiedene Losungen auf: zwei fiir
1 und zwei fiir das Paar {4, a}. Ist {(}31,&1} die eine, dann ist {d;I + 7,&+ n} die andere
Losung. Die gemischten Losungen in m kénnen von vornherein ausgeschlossen werden.
Die Summe aus J) und & entspricht namlich dem Kamera-Modell nur modulog,., nicht
jedoch moduloy. Alle vier angegebenen Losungen sind physikalisch sinnvoll, so daB ohne
zusatzliches Wissen keine vorzuziehen ist. Dies entspricht auch der Anschauung. Beim
Schragsichtwinkel ¥ bedarf dies keiner weiteren Erlduterung. Geht man gedanklich von
einem Azimut o und einer Rotation ¢ aus, so erhdlt man zunichst ein ,auf dem Kopf
stehendes“ Bild gleicher Gestalt unter dem Winkel a + w, welches, durch Rotation um
den Winkel ¢ + x, wieder in die urspriingliche Lage gebracht wird.
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Fehlerbetrachtungen

Phasenfehler in den Groflen a und b wirken sich unmittelbar als Winkelfehler in den
GroBen 9 und & aus. Insbesonders bei Aufnahmen aus fast senkrechter Richtung (¥ =0,
¥ = 180°) besteht die Gefahr, daB8 der Betrag von a bzw. b so gering ist, daBl unter der
Wirkung von Stérungen unzulassig hohe Phasenfehler auftreten. In diesem Fall kénnen die
beiden Drehbewegungen um die optische Achse nicht mehr separiert werden. Es erscheint
daher zweckmiBig, in diesem Fall schon im Ansatz ersatzweise nur eine Drehbewegung @’

anzunehmen. Dann gilt:

® = arga falls|b|x~0,
® = argb falls|al|=0.

Der Fehler bei der Riickrechnung des Schragsichtwinkels hingt von den Betragsfehlern in
a und b ab. Ersetzt man in (69) das Argument durch cos 1 + ¢, wobei ¢ der resultierende
Betragsfehler des Arguments ist, so ergibt sich der Schatzfehler fiir den Schragsichtwinkel

zu

zZ = + arccos(cos ¢ + €) — .

Graphen dieser Funktion sind in Bild 25 mit € als Parameter dargestellt. Die Fehler-
empfindlichkeit ist am gréfiten bei Aufnahmen aus senkrechter Sicht. Fiir positive €
existiert ein Bereich, in dem die Riickrechnung nicht definiert ist, nimlich dann, wenn
das Argument in (69) groBer als Eins ist. Die Fehlerkurven klingen zunichst rasch ab
und nahern sich darauf langsam der Schranke arccos ¢ — 7/2. In den Bildern 27 und 28
wird beispielhaft die Qualitst der riickgerechneten Parameter & und 3 unter zufilligen
Konturstérungen entsprechend Bild 26 veranschaulicht. Die fehlerfreien Parameter sind
a = 10° und ¢ = 10° (links), @ = 30° und ¥ = 70° (rechts). Die Bilder zeigen die
Ergebnisse aus je 100 Versuchen, oben mit der abs. Flache und unten mit der vorzeichen-
behafteten Fliche als Kurvenparameter. Die Uberlegenheit der zweiten Parametrisierung
kommt auch hier wieder zum Ausdruck. Bei geringer Scherung (b = 10°) ist die Streuung
des Fehlers & = &— a sehr groB (Bild 27 links). Sehr viel geringer ist dagegen die Streuung
der Ersatzdrehbewegung @' (Bild 28 links). Die Qualitit der geschitzten Parameter ist

im Falle a = 70° jeweils sehr viel besser als im Falle a = 10°.
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Bild 25: Fehler des Schragsichtwinkels als Funktion des Schrigsichtwinkels. Der Para-

meter ist der Fehler bei der Riickrechnung des Cosinus’ des Schragsichtwinkels aus den

aflinen Parametern a und &
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Bild 26: Beispiel fiir Konturstérung unter einem in u- und v-Richtung jeweils gleichver-

teilten Abtastfehler von 20% des Abtastintervalls
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Bild 27: Fehler der ﬁickgerechneten Kamera-Lageparameter unter Konturstérung

Stérung : 20% gleichverteilt
Kurvenparameter : abs. Flache oben
vor. Flache unten

Parameter-Sollwerte : o =10%1% =10° links
a=230%% ="70° rechts
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Bild 28: Fehler der riickgerechneten Kamera-Lageparameter unter Konturstérung

Storung : 20% gleichverteilt
Kurvenparameter : abs. Flache oben
vor. Flache unten

Parameter-Sollwerte : o =10 =10° links

a =30 =70° rechts
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8 Fourierdeskriptoren von Polygonen

In der Literatur {iber Fourierdeskriptoren wird gelegentlich die Anwendung der schnel-
len Fouriertransformation (FFT [9]) herausgestellt [32,38,39]. Es ist jedoch folgendes zu
beriicksichtigen: Die FFT transformiert Abtastwerte bei d4quidistanten Parameterschrit-
ten. Im allgemeinen fallen Abtastwerte nicht ,aquidistant“ in bezug auf den gewéhlten
Parameter an. Dann ist ein Vorverarbeitungsschritt, der mit resampling bezeichnet wird,
erforderlich. Abgesehen vom Aufwand fiir dessen Ausfithrung ist dabei das Abtastinter-
vall so eng zu wahlen, dafl die Eckpunkte ,hinreichend genau“ getroffen werden und der
mit aliasing benannte Fehler im Spektralbereich ,hinreichend“ gering ist. Unter diesen
Bedingungen kann eine drastische Erhohung des Eingangsdatenbestands erforderlich sein,
ohne dafl eine qualitative Verbesserung der Daten, i.a. jedoch eine Verschlechterung, die
Folge ist. Ob unter Beriicksichtigung der vermehrten Daten und des Vorverarbeitungs-
aufwandes, um diese Daten zu gewinnen, wenigstens ein Zeitvorteil zugunsten der FFT
erzielt wird, bleibt im Einzelfall zu priifen (siehe auch [21]). In dem hier behandelten
Zusammenhang mufl noch erwdhnt werden, da8 die zu transformierenden Funktionen un-
stetig und mehrdeutig sein kénnen und schon deshalb nicht durch implizit dquidistante
Abtastwerte dargestellt werden konnen, wie es die Anwendung der FFT verlangt.

Aus diesen Griinden wird hier ein Verfahren angegeben, das die im Zusammenhang mit
der FFT auftretenden Probleme vermeidet. Dabei handelt es sich um Formeln zur ana-
lytischen Fouriertransformation von Polygonen unter Vorgabe von deren Eckpunkten.
Polygone kommen in der Praxis hdufig vor. Zumindest lassen sich Abtastwerte als Eck-

punkte eines approximierenden Polygons auffassen. Ein ebenes Polygon im R? habe N

Eckpunkte,
( “ ) . i=0,...,N—1,
Ui

die, einem vorgegebenen Umlaufsinn entsprechend (orientiert), beginnend mit 0, nume-
riert sind. In Bild 29 ist ein Beispiel dargestellt. Der N-te Eckpunkt ist mit dem 0-ten

identisch:
un }y | %o
VN - Yo '

Der kontinuierliche Parameter ¢ nehme an den Eckpunkten die Werte tg,;,...,tNy_1, N
an. Die Periode T ist der Wert der Parameterdnderung nach einem vollen Umlauf. Es
gilt:

T =ty —t,

Unter der Voraussetzung, daB ¢ beim Voranschreiten von einem Eckpunkt zum nich-

sten seinen Wert proportional zur zuriickgelegten Strecke indert, wird das Polygon durch
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Bild 29: Beispiel eines orientierten Polygons mit N Eckpunkten

Angabe der Parameterwerte an den Eckpunkten vollstdndig parametrisiert. Die Voraus-
setzung wird hier als erfiillt angenommen. Sind die Parameterwerte zu zwei benachbarten

Eckpunkten gleich, dann liegt eine Unstetigkeit vor.

8.1 Parametrisierung

Nach Abschnitt 3.1 ist fiir die Normierung auf affininvariante Fourierdeskriptoren die
Parametrisierung der Originalfunktion von ausschlaggebender Bedeutung. Die nachfol-
genden Formeln zur Berechnung der Parameterwerte an den Eckpunkten basieren auf (11)
und (13) und stellen analytische Losungen fiir die Spezialisierung auf Polygone dar. Die

Realisierung nach (12) erhélt man, indem man die Bildung des Betrags unterlat. Es gilt:

Flachenschwerpunkt:
N-1
Ui + Uiy
Z (Uivi+1 - ui+1'0i) ' "
us | i=0 v; + Vi
v, - N-1
3 ) (uivigr — uig1vi)
=0
Translation:

Parameter Anfangswert:

to = beliebig
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Vorzeichenbehaftete Flache:
iy =t + (u,v,+1 uj,v), ¢=0,1,2,...,N—1
Absolute Flache:
tiypn =t + = |(u,'v,+1 Ui 19}) |, i=0,1,2,...,N—-1

Periode:
T = tN - to

8.2 Fouriertransformation

Die nachfolgende Formeln sind analytische Lésungen des Fourierintegrals fiir ebene Poly-
gone, d.h. sie berlicksichtigen alle Punkte auf dem Polygon und nicht nur Abtastwerte.
Die Punkte zwischen den Eckpunkten werden unter der Annahme, daB8 sie auf Gera-
den liegen und der o.g. Annahme iber die Proportionalitit des Parameters implizit
beriicksichtigt. In die Rechnung gehen daher tatsiachlich nur die Eckpunkte mit ihren

Parameterwerten ein. Es gilt:

Vo 1 v +w
( ‘/0 ) 2T = ( Vig1 + v; (ti+1 - t:), (75)
Uk T N-1 Uipy — U
( Vi ) (27k)? & Z tip1 — & ( Visl — U (Ekis1 ki) [ (tier — )] +

( ik ) Epi 6(tisi—t), k#0,
(76)
mit
Ek’,' = exp{-—j27rkt,-/T},
Ek,i+1 = exp{—j27rkt,-+1/T},
1 falls t,'+1 = t,',
8(tip1 — t;) .
0 falls t,'+1 7é t,'.
Die erste Summe transformiert die stetigen Teile, sie entspricht der von Persoon und
Fu angegebenen Formel [29]. Die zweite Summe transformiert die Unstetigkeiten. Auf

diese darf hier nicht verzichtet werden. Die Umschaltung erfolgt durch den é-Operator.
FORTRAN-Programme findet man im Anhang E.
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Diskussion

e Die Polygondarstellung durch Angabe der Eckpunkte ist ezakt und minimal Da
die angegebene analytische Transformation keine dquidistanten Parameterschritte
erfordert, kann mit ihr ein minimaler Datensatz transformiert werden. Die Trans-
formation selbst ist ebenfalls ezakt (bis auf Rundungsfehler), da sie implizit den
gesamten Polygonverlauf, also auch die Punkte zwischen den Eckpunkten, transfor-

miert.

e Abtastwerte, die auf Geraden liegen und nicht Eckpunkte sind, kénnen in einem
Vorverarbeitungsschritt eliminiert werden, da sie ja implizit in der Rechnung beriick-
sichtigt werden. Auf diese Weise kann die Effizienz des Verfahrens bei Anwendung
auf abgetastete Kurven erheblich gesteigert werden. Der Aufwand zur Beseitigung
eines iiberfliissigen Punktes ist ndmlich sehr viel geringer als der Aufwand, den

dieser bei der Transformation verursacht.

e Es taucht die Frage auf, ob nicht eine Interpolation héherer als erster Ordnung
besser wire. In besonderen Féllen, z.B. wenn nur glatte Konturen vorkommen
kénnen, ist dies mdglich. Im allgemeinen, wenn nicht mehr bekannt ist, als da8

aufeinanderfolgende Punkte (irgendwie) verbunden sind, ist dies nicht der Fall.

e Die Formeln kénnen auch zur Fourier-Darstellung stiickweise linearer, offener Kur-
ven verwendet werden, indem man die Ableitung transformiert (siche Abschnitt

3.3). Der Eingangsdatensatz ist dazu wie folgt anzugeben:

Uy —Ug U — U |Ug— U U — U | ... |UN —NN_-1 | U] — Ug
V) — Vo | V11—V | V2—V |[V2—V1 |... ] U N—NN-1]|V1— g
to 4 4 t2 ... tn tN

Eine Approximation der offenen Kurve erhélt man durch Integration der Riicktrans-

formierten.
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Herleitung der Transformationsformel (76)

Die Herleitung beruht im wesentlichen auf dem Integrationssatz der Fouriertransforma-

tion:

Falb) = () FOh, ko

der Ausblendeigenschaft des Diracschen é-Operators:

Fla(t)6(t ~ )} = ma(r)e~327/T

und dem Superpositionsgesetz der Fouriertransformation:

f'{%: zi(t)} = % Flzi(®)}-

Das Polygon

aﬂ=($g), 0<t<T,

wird durch die Summe seiner Strecken zwischen benachbarten Punkten wie folgt darge-
stellt:

phlnt Tiy1 — T4
z(t) = ) [o(t —t;) — ot — tip1)] r— (t—t;) + =
=0 t+1 T Ut
mit
0 falls () <0,

a(.)=
1 falls (.)>0.

Die zweite eckige Klammer beschreibt die Gerade, die erste beschrinkt diese auf die
Strecke zwischen den benachbarten Punkten «; und z;;,. Die erste Ableitung hat nach

der Produktregel der Differentiation zwei Summanden:
2'(t) = 24 (t) + 2p(t).
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Fir die Summanden gilt:

d(t) = 20[5(t—t st - .+1)1[fff‘——-””—'(t—t>+w.]
N-1

= Z ot —ty)x; — 6(t - t,'+1)-’17.‘+1,
=0
N-1

N-1

) = 3 6t =)~ 6t tu)] [—T]

=0
Die Fouriertransformierten der jeweils hochsten Ableitung sind aufgrund des Superposi-
tionsgesetzes und der Ausblendeigenschaft des Diracschen §-Operators

1 N1

f{xg(t)} — T E z;e —]21rkt,/T $i+le—j21l’kt,'+1/T’
i=0

Flab©) = _1. 1&-:1 Ti+1 — Ti [e-j21rkt.-/T_ e—j21rkt;+1/T]
BN T T & [t - '

Unter Anwendung des Integrationssatzes folgt daraus fiir die Fouriertransformierten der

Stammfunktionen z4 und zg:

— y N_l . -
(A) . f{:l:A(t)} = ﬁ z Z;6-12"kt‘/T — $i+16_]21rkt‘+l/T, k # 0,
1=0
(B) . f{:IIB(t)} _ (2 k)2 Tiy1 — t ] [e—j21rkt.~/T _ e—j21rkt.'+1/T] , k % 0,
=0 '+1 -

und fiir die Originalfunktion z(¢) nach nochmaliger Anwendung des Superpositionsgeset-

zes:

Flz()} = F{za(O)} + F{zp()},  k#0.

Damit ist die Transformation vollstindig dargestellt. Die Ausfithrung der Rechnung nach
dieser Formulierung wiirde jedoch unnétige Rechenschritte erfordern. Zur ersten Summe
(A) tragen nur die Summanden bei, fiir die ¢; = t;4, gilt, alle {ibrigen heben sich gegen-
seitig auf (vorausgesetzt: xxy = z¢). Im Gegensatz dazu sind im Falle ¢; = #;,, die Sum-
manden der zweiten Summe (B) Null. Die Summanden, die keinen Beitrag zum Resultat
liefern, wurden in (76) zur Vermeidung iiberfliissiger Rechnung durch eine zusitzliche
Schaltfunktion unterdriickt.
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9 Beziige zu anderen Arbeiten

9.1 Ahnlichkeitsinvariante Fourierdeskriptoren

Hier werden jeweils zunichst die Normierungen in enger Anlehnung an die Darstellung
in den Arbeiten wiedergegeben und darauf in die Darstellung der vorliegenden Arbeit

uibertragen. Dadurch werden die formalen Beziige zwischen den Arbeiten transparent.

Cosgriff 1960 [10]

Zitat nach [43]: ,... A starting point on the boundary is selected and a function O(l) is
defined which measures angular direction of the curve as a function of arc length. After

appropriate normalization this periodic function is expanded in a Fourier series ...“

Alle Normierungen, einschlieflich des Aufpunkts, erfolgen demnach im Originalbereich
unter Verwendung des Tangentenwinkels. Nach [30] haben Cosgriff und andere auch mit
der Kriimmung zur Normierung gearbeitet. Problematisch an dieser Vorgehensweise sind
die Verwendung von Ableitungen (Fehlerempfindlichkeit) und die Aufpunktsnormierung
(Heuristik).

Zahn und Roskies 1972 [43]

Die Kurve wird anfanglich durch den Winkel ®(!), den die Tangente mit der Horizontalen
einschlieBt, als Funktion der Bogenlinge beschrieben. Darauf wird folgende Normierung

angewendet;:

B* (1) = <1>(2L—7:) —o0)—1, o0<I<or

Die normierte Funktion ist dhnlichkeitsinvariant (Normierung auf Umfang; Differenz von
Tangentenwinkeln). Durch Subtraktion des proportionalen Anteils ! wird Stetigkeit an
den Randern der Periode herbeigefiihrt. Diese Funktion wird fouriertransformiert. Die
Aufpunktsnormierung erfolgt im Spektralraum {Cy = F(®*(!))} durch

¢ Bilden der Betrage: |Cyl,

¢ Normierung der Phasen: cpz/ Yokl g =ggT(k,q),

und entspricht damit inhaltlich der Bildung von betragstreuen Z-Invarianten 1. Ordnung
nach Kapitel 5.
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Granlund 1972 [15]

Die Ortskurve z(I) wird unmittelbar fouriertransformiert und samtliche Normierungen
werden im Spektralraum {Cy = F{z(1)}, k # 0} durchgefiihrt:

nfg ~mfg
1+mCI—n

o 97 99T (m,n).
1

Imn =

Mit den Substitutionen:
Qr = Ci/C4, n=1-—k, m=gq-1.
erhélt man die dquivalente Darstellung:
Ly = QU VRQU-MIs,  g=ggT(q—1,1-k).

Die (¢ sind &hnlichkeitsinvariant und daher sind es auch die It,. Die I}, sind nicht
amplitudentreu und daher auch nicht umkehrbar. Hinsichtlich der Phasennormierung

handelt es sich um AZ-Invarianten 1. Ordnung fiir den Sonderfall p = 1 (siehe Kapitel 6).

Persoon und Fu 1974,1977 [28,29]

Es wird ein Verfahren zum Konturvergleich beschrieben, bei dem im Zuge einer Opti-
mierung die Transformationsparameter bestimmt werden. Schliellich wird ein Verfahren
zur Bildung von Invarianten angegeben. (Das erste wird “Optimal Curve Matching“, das
zweite “Suboptimal Curve Matching“ genannt. Letztere Bezeichnung ist irrefiithrend. Mit
dem Begriff Optimalitat hat das vorgeschlagene Verfahren nichts zu tun.) Zur Bildung

von Invarianten werden die Fourierdeskriptoren entsprechend
I, = azFC,

normiert, wobei die Parameter a und z aus den Nebenbedingungen arg(l;) = arg(l_;) =

7/2 und |I; + I_;| =1 abgeleitet werden. Eine dquivalente Normierungsvorschrift ist:

I1Cel

L= ——=—
TG+ Co]

Qk [Q;l—k®:1+k]l/2.

Die Invarianz beziiglich a ist unmittelbar an dem Quotienten ersichtlich. Die Normierung
ist verzerrungsfrei, allerdings nicht eindeutig wegen des gebrochenen Exponenten. Insofern
handelt es sich nicht um Invarianten im strengen Sinne nach Kapitel 5. Die Fixierung
auf die Indizes 1 und —1 bedeutet eine wesentliche Einschrinkung, da i.a. nicht beide
Fourierdeskriptoren von Null verschieden sind (oder auch nur in ausreichender Qualitit

vorliegen). Als Beispiel sei ein Muster von 3-facher Rotationssymmetrie genannt: Ist
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hier C; # 0, dann konnen von Null verschiedene Fourierdeskriptoren nur an den Stellen
we —5,—2,+1,+4,+7, ... auftreten.

Richard und Hemami 1974 [32]

Es wird ein matching- Verfahren durch Minimierung einer im Spektralraum definierten

Zielfunktion beschrieben, dhnlich wie bei Persoon und Fu.

Burkhardt 1979 [6]

Es ist s der Grad der Rotationssymmetrie. Die Normierung lautet:

I = :—gi:ej(“’k tep, —Bo)) k= i1,42,...

4

mit 5 "
p— —4q
a=—-, p=—— qg=p+ts
q—p q—p
Mit den Substitutionen
Ck

Qx = Yol U =arg(Qx), g=p+s,
4
erhilt man die dquivalente Darstellung:
I = |Qelw &P, k=142,

Die @y sind invariant beziiglich @ und sind betragstreu. Die Aufpunktsnormierung ist
verzerrungsfrei beziiglich der Q. Die () konnen nur an den Stellen p, pt1s,p+2s,... von
Null verschieden sein. An diesen Stellen ist der Exponent ganzzahlig und die Potenz daher
eindeutig. An allen iibrigen stort die Mehrdeutigkeit nicht, da die Betrage ohnehin Null
sind. Die Normierung fiilhrt somit auf einen vollstindigen Satz &hnlichkeitsinvarianter
Fourierdeskriptoren. Hinsichtlich der Phasennormierung handelt es sich hier um den

Sonderfall der AZ-Invarianten 1. Ordnung bei Symmetrie vom Grade s nach Kapitel 6.

Wallace und Mitchell 1980 [38], Wallace und Wintz 1980 [39]

Hier wird die Normierung unter Verwendung der beiden betragsgréBten Fourierdeskripto-
ren durchgefithrt. Dabei wird C als grundsatzlich betragsgrofiter (bei Parametrisierung
entgegen dem Uhrzeigersinn) und C, als der dem Betrage nach zweitgrofite Fourierde-
skriptor betrachtet. (Es wird die Behauptung aufgestellt, daB8 bei kreuzungsfreien Kurven
C} immer dominiere. Dies trifft nicht zu. Allerdings gehért C) in der Regel zu den
betragsgroBten und ist in den fiir die Praxis relevanten Fillen meist tatsichlich der be-

tragsgroBte, so daB dieser Irrtum fiir die Praxis von geringer Bedeutung ist.)
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Hier wird, dhnlich wie bei Persoon und Fu (s.0.), die Normierung entsprechend

durchgefiihrt, wobei die Konstanten o und z aus den Nebenbedingungen arg(I;) = arg(l,)
= 0 abgeleitet werden. Daraus folgt:
= g fouel e/ (D).

Auch hier ist die Normierung verzerrungsfrei. Sie ist jedoch (p-1)-deutig. Ein Verfahren
zur Auflésung der Mehrdeutigkeit wird angegeben. Dieses erfordert die Berechnung aller
|p — 1| Lésungen und weitere Normierungsschritte. Nach Auflosung der Mehrdeutigkeit
liegt ein Satz vollstandiger Invarianten vor, der sich durch hohe Storfestigkeit auszeichnet.
Bei der Anwendung des Verfahrens kann sich die Schwierigkeit ergeben, da der Index p
nicht eindeutig festgelegt werden kann, weil zwei oder mehrere Fourierdeskriptoren den-
selben Betrag oder fast denselben Betrag haben und die Rangfolge unter Fehlereinfliissen

unsicher ist.

Kuhl und Giardina 1982 [18]

In dieser Arbeit werden Kurven als reelle Funktionen der Bogenlinge aufgefafit. Ihre

Komponenten u(!) und v(!) werden durch die reellen Fourierreihen

N
Ao+ )_ajcos(2nkl/L) + by sin(27kl/ L),

=1

u(l)

N
Co+ Y cxcos(2rkl/L) + dy sin(2rkl/ L),

=1

v(l)

approximiert. Den Anschlu8 an die Notation der vorliegenden Arbeit erhilt man mit

Cr = (ar—di)+ j(cr + be),
Cor = (ar+di)+j(ck — by).

Das Paar {C},C_;} beschreibt im Musterraum eine Ellipse (sieche Abbildung 9). Hier
erfolgt die Normierung aufgrund geometrischer Uberlegungen. Dazu wird die Lange und
die Lage der Hauptachse sowie die Linge des Bogens vom Aufpunkt bis zum Scheitel der
Ellipse aus den Koeflizienten a,, b, ¢; und d; berechnet. Mit diesen Parametern werden die
Fourierdeskriptoren beziiglich der Gré8e (Linge der Hauptachse), des Drehwinkels (Lage
der Hauptachse) und des Aufpunktes (Bogen zum Scheitel) normiert. Diese Normierung
entspricht inhaltlich der von Persoon und Fu und hat die schon angegebenen Nachteile.
(1) Sie versagt, wenn die Ellipse zum Kreis entartet (|C-;| = 0), was keine Seltenheit ist.
(2) Sie ist nicht eindeutig (zwei Scheitel).
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Crimmins 1982 [11]

Die Darstellung im Musterraum ist die auf die Bogenlinge normierte Funktion 27z()/L.
Es werden hinreichende Bedingungen fiir die Aquivalenz zweier Konturen unter der Ahn-

lichkeitstransformation angegeben:

1. S = {k|k # 0 und |C| # 0},
2. M ={q€ S|r=g9T{q—p},p=konst € S} C S,
3. |1C,] VgqeM,

4. qu — C’(cq-P)/ngp—k)/rCl(,k—q)/r’ Vq € M, Vk € S.

Hierin sind & und ¢ variabel innerhalb der Mengen S und M. Dabei ist M eine endliche

und minimale Teilmenge von S.

Es besteht eine enge Beziehung zwischen den I, nach Crimmins und denen nach Granlund
(s.0.). Mit Qx = Ci/C, erhilt man

I, = QU PIrglp—k)/r

und formale Ubereinstimmung fiir p = 1 und r = g. Crimmins empfiehlt selbst die
Wahl von p = 1. Die Invarianten Iy, nehmen an den Stellen ¥ = ¢ den Wert 1 an.
Crimmins ersetzt gewissermaflen diese Angabe ohne Information durch die Invariante
|Cq| und erreicht dadurch einen hoheren Informationsgehalt als Granlund. Ferner wird

das zweidimensionale Invariantenfeld in der Richtung ¢ auf ein Minimum beschrankt.

Uesaka 1984 [36]

Es wird ein Verfahren zur Darstellung offener Kurven angegeben. Dieses beruht auf der
Fouriertransformation der komplexen Exponentialfunktion /% der Winkel a;, welche die
Seiten eines Polygons mit der reellen Achse einschlieBen und fiihrt auf translations- und
streckungsinvariante Fourierdeskriptoren. Die Anregung zur Darstellung offener Kurven
durch periodische Funktionen unter Verwendung der ersten Ableitungen wurden dieser

Arbeit entnommen.

Arbter und Burkhardt 1984 3]

Die Fourierdeskriptoren nach Burkhardt [6] werden unter Anwendungsgesichtspunkten

diskutiert. Ein Beispiel weist auf die Bedeutung der Phaseninformation hin.
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9.2 Affininvariante Fourierdeskriptoren

Miyatake, Matsuyama und Nagao 1983 [22]

Die Arbeit ist auf Japanisch geschrieben. Eine Ubersetzung der Zusammenfassung ins
Englische [STN international] liegt vor. Aus dieser wird nachfolgend zitiert: , The most
significant questions in using Fourier decriptors, however, are: (1) affine transforma-
tion cannot be made invariantly, (2) partial curves cannot be recognized, and (3) object
shape recognition is difficult. In this paper, to solve these problems, a curve recognition
technique using Fourier descriptors is presented which is capable of invariant affine trans-
formation. The technique performs iterative computation to make the subject curve close

to the appropriate canonical curve.”

Arbter 1989 [2]

Teile aus der vorliegenden Arbeit.

9.3 Momente

Grundlagen [17,40]

Die Momente der Ordnung (p + ¢) einer Funktion f(u,v) sind durch die Funktionaltrans-

formation

400 ptoo
My, = /_oo ‘[_oo uPv? f(u, v)dudv, p,q=0,1,2,...

definiert. Hat f(u,v) nur in einem endlichen Bereich der u — v—Ebene von Null ver-
schiedene Werte und sind diese beschrinkt, dann sind die co? vielen Momente umkehrbar
eindeutig und damit eine vollstindige Darstellung der Funktion f(u,v). Die Vorausset-

zungen fiir die Vollstandigkeit sind bei Bildvorlagen erfiillt.

Die Zentralmomente

+00 p+o0
Hpq = / _/ (u — u)?(v — 9)*dudv, pq¢=0,1,2,...

sind durch Verschiebung des Koordinatenursprungs in das Zentrum mit den Koordinaten

u= mlo/moo, v= mOl/mOO,
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definiert. Sie sind translationsinvariant. Ist f(u,v) ein Binarbild, dann kann der Auf-
wand zur Berechnung der Momente dadurch reduziert werden, da man die Integrations-
gebiete auf die Bereiche beschrankt, in denen f(u,v) den Wert Eins hat. Ist f(u,v) ein
Konturbild, dann kann der Aufwand nochmals reduziert werden, indem man der Kon-
tur den Funktionswert Eins zuordnet und nur iiber die Kontur integriert. Von beiden
Moglichkeiten wurde in [33,40] Gebrauch gemacht. Der Transformationskern besteht aus
ganzzahligen Potenzen der Ortskoordinaten. Daher dominieren mit zunehmender Ord-
nung die Randgebiete und die in ihnen auftretenden Fehler das Ergebnis. Aus diesem
Grund sind nur die Momente niederer Ordnung von praktischem Wert und reichen nur

zur Beschreibung schwach strukturierter Funktionen aus.

Der Verschiebung im Musterraum entspricht im Raum der Momente die Transformation:

g P
p q e — (i) ~(a—
=25 (7) (1) cormsdein,

7=014=0

Fiir die Momente bis zur dritten Ordnung gilt:

Hoo = Moo,

f10 = por =0,

fia0 = Mg — My, #11 = M1y — MyoMox, Hoz = Moz — Mgy,

30 = Mg — 3magmao + 2m, pa1 = ma1 — 2mumao — maomaor + 2migmor,
po3 = Moz — 3Mmozmor + 2mG;,  p1z = Maz — 2mumo — MezMmao + 2mg;myo.

Ahnlichkeitsinvariante Momente

Aus den Zentralmomenten konnen rotationsinvariante und streckungsinvariante GroBen
abgeleitet werden. In [17] werden die folgenden sechs, aus Zentralmomenten zweiter und

dritter Ordnung zusammengesetzten Rotationsinvarianten, angegeben:

Ry, = pao+ poz,
Ry = (p20 — po2)® + 443y,
Rs = (p3o— 3p12)* + (3pz1 — pos)?,
Ry = (pao+ p12)* + (pa1 + pas)?,
Ry = (p3o— 3p12) (130 + pa2) (30 + #12)* — 3(pa1 + pos)’] +
(3121 — po3) (21 + p103)[3 (30 + p12)” — (a1 + fas)’],
Re = (20— po2)[(Bz0 + p12) — (2 + p0)?] + a1 (B30 + paz) (pzr + poa)-
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Unter der zentrischen Streckung mit dem Faktor a gilt fiir die Zentralmomente [17]
Mg = QT ppy.

Die Bildung streckungsinvarianter Grofien aus Zentralmomenten erfolgt in [17] durch Nor-
mierung auf Potenzen von g, in [33] durch Normierung auf Potenzen von R;. Ahnlich-
keitsinvarianz erhdlt man, indem man die Streckungsinvarianten beziiglich der Rotation

normiert.

Affininvariante Momente

In [40] werden affininvariante Momente durch Transformation des Bildes in eine kanoni-
sche Darstellung beziiglich der affinen Transformationen gebildet. Die Transformations-

parameter werden aus Momenten in den Zwischenschritten errechnet.

1. Translation:

f(u,v)=flu+a,v+b) mit a=—my,, b= —myg;.

2. Horizontale Scherung:
f'(wv) = filu+ Pv,v)  mit B =—py/pe.

3. Anisotrope Streckung:

f(u0) = flou,bo)  mit  a=\1ule 8=/1/uly

4. Rotation:
F"(u,v) = f"(ucos@ + vsinf, —usin @ + v cos f)
mit m n
_ pzppt H12 .
tanf = ‘m) t s +Hy <0

Die Transformationsfolge ist eine affine Transformation. Das kanonisierte Bild f"” ist

"
Pe

des Aufwandes sei bemerkt, daB das Verfahren, neben der Berechnung der Momente

affininvariant. Also sind auch auch dessen Momente m!” affininvariant. Hinsichtlich

in jedem Schritt, Bildtransformationen erfordert. Werden die Bildtransformationen in

diskreten Bildspeichern ausgefiihrt, dann induziert jeder Transformationsschritt auerdem

noch Fehler.
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9.4 Erginzungen

Cyganski, Orr, Cott und Dodson 1987 [12]

In Analogie zur Kriimmung ebener Kurven () =u (I) v (I)— i (I) v (I) wird eine
Krimmungsfunktion dadurch definiert, da die Bogenldnge ! durch die Affinldnge ersetzt
wird. Diese Kriimmungsfunktion hat unter den affinen Transformationen die invarianten
Eigenschaften, wie sie fiir die Kriimmung unter den Kongruenztransformationen bekannt
sind. Hier handelt es sich somit um einen Ansatz zur Normierung im Musterraum. Al-
lerdings ist zu bedenken, da8i zur Berechnung der Affinldnge zweite Ableitungen und zur
Berechnung der Kriimmung nochmals zweite Ableitungen zu berechnen sind. Dadurch ist
der Wert des Verfahrens fiir praktische Verwendung erheblich eingeschrankt.

Transformationsparameter

In [6] wird die Bestimmung der Transformationsparameter der Ahnlichkeitstransformation

aus Fourierdeskriptoren angegeben.

Das in [40] angegebene Verfahren zur Bildtransformation in eine kanonische Darstellung
beziiglich der affinen Transformationen (unter Verwendung von Momenten) kann zur Be-
stimmung der Transformationsparameter erginzt werden. Dies folgt unmittelbar aus der

Gruppeneigenschaft der affinen Transformationen.

Fouriertransformation

In [28] werden Formeln zur analytischen Berechnung der Fouriertransformierten von Po-
lygonen bei Parametrisierung durch die Bogenlinge angegeben. Die in Kapitel 8 ent-
wickelten Formeln schlieBen die nach Persoon und Fu ein, erweitern sie jedoch fiir die
Beriicksichtigung von Unstetigkeiten, wie sie bei der Parametrisierung durch Flachenpa-

rameter vorkommen kénnen.

93



10 Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Algorithmen

e zur Bildung affininvarianter Merkmale,
¢ zur Bestimmung affiner Transformationsparameter,

o zur Bestimmung der raumlichen Position und Orientierung,

ebener Kurven entwickelt und untersucht. Dazu werden zunichst einfache, geschlossene
Kurven vorausgesetzt. Diese werden im ersten Schritt durch periodische Funktionen ge-
etigneter Parameter und im nichsten durch Fourierkoeffizienten - Fourierdeskriptoren -
dargestellt. Moglichkeiten zur entsprechenden Behandlung einfach offener Kurven wer-
den aufgezeigt. Aus den Fourierdeskriptoren werden mittels algebraischer Normierungen
beziiglich der Freiheitsgrade der affinen Transformationen und beziiglich freier Wahl des
Aufpunktes affininvariante Fourierdeskriptoren abgeleitet. Dabei wird besonderes Ge-
wicht auf die Bildung vollstindiger Invariantensitze gelegt. Ferner wird die Bildung grup-
penspezifischer Invarianten fiir Untergruppen der affinen Transformationen unter einheitli-
chen Gesichtspunkten angegeben. Unabhingig davon werden, ebenfalls auf algebraischem
Wege, aus den Fourierdeskriptoren affiner Kurvenpaare die Transformationsparameter
bestimmt. Die Anwendung zur Bestimmung der rdumlichen Lage ebener Kurven wird
unter dem Aspekt, daB es sich beim Bild um eine Kameraaufnahme handelt, erértert.
SchlieBlich wird auf die praktische Ausfihrung der Fouriertransformation eingegangen,
und ein der Problemstellung angepafites Verfahren angegeben. Die Ausfiihrungen wer-
den durch zahlreiche Beispiele, insbesondere zum Fehlerverhalten, erganzt. AbschlieBend

werden die Beziige zu anderen Arbeiten aufgezeigt.

Aus der Literatur sind die Bildung dhnlichkeitsinvarianter Fourierdeskriptoren und die
Bestimmung der Transformationsparameter der Ahnlichkeitstransformation aus Fourier-
deskriptoren bekannt. Die in der vorliegenden Arbeit entwickelten Verfahren sind Er-
weiterungen auf den Fall der affinen Transformationen und enthalten als neue Elemente:
Kurvenparameter, die unter den affinen Transformationen Linearitdt im Spektralraum ga-
rantieren, Formeln zur analytischen Fouriertransformation stiickweise linearer, unstetiger
Funktionen, die Normierung beziiglich der Freiheitsgrade der affinen Transformationen,
eine Verallgemeinerung der Normierung beziiglich des Aufpunktes, so dafi minimaler In-
formationsverlust garantiert werden kann, und schliefllich die Bestimmung der Parameter

der affinen Transformation aus Fourierdeskriptoren.

Fiir die praktische Anwendung sind folgende Gesichtspunkte von Bedeutung. Die Kurven

miissen ganz vorliegen. Die Verfahren eignen sich nicht zur Behandlung defekter Kurven.
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Die informationsverdichtende Eigenschaft der Fouriertransformation in die Umgebung des
spektralen Ursprungs (,niederfrequente Fourierdeskriptoren“) iibertriagt sich auf die In-
varianten. In der Regel ist daher eine Vielzahl von Kurven mit nur wenigen Invarianten
unterscheidbar. Die Selektivitit kann durch Wahl der Anzahl der Invarianten beliebig fein
eingestellt werden. Globale, unkorrelierte, gleichverteilte Fehler wirken sich im Raum der
Fourierdeskriptoren und somit auch auf die Invarianten breitbandig aus. Daher sind die
betragsgroBten Invarianten, die vornehmlich im niederfrequenten Bereich zu finden sind,
robust gegeniiber Fehlern wie sie typischerweise durch Quantisierung entstehen, sofern
der Invariantenberechnung die vorzeichenbehaftete Flache als Kurvenparameter zugrunde
gelegt wird. Die Anpassung an eine konkrete Aufgabe hinsichtlich eines Kompromisses
zwischen Selektivitat und Stoérsicherheit ist mit nur einem Parameter, namlich der An-
zahl der zur Auswertung kommenden Invarianten, leicht einstellbar. Das Fehlerverhalten
der Fourierdeskriptoren iibertragt sich auch auf die riickgerechneten affinen Transforma-
tionsparameter. Fiir die Parameterbestimmung wird ein Kriterium zur Auswahl geeig-
neter Fourierdeskriptoren unter Fehlergesichtspunkten angegeben. Die Riickrechnung der
rdumlichen Lage ebener Objekte aus deren Kamerabild unterliegt der wesentlichen Be-
schrankung, da das Kamerabild bei idealer Abbildung ein projektives Bild der Vorlage
ist und nur unter bestimmten Voraussetzungen, und dann auch nur ndherungsweise, ein
affines Bild. Sieht man von dieser Beschrankung ab, dann sind unter dem Einflul von
Stérungen nur dann zuverlassige Winkelwerte zu erwarten, wenn die Objektebene und die

Kameraebene erheblich gegeneinander geneigt sind.

Der algorithmische Aufwand der Verfahren ist vergleichsweise gering. Er wird wesentlich
durch die Ausfithrung der 1-D-Fouriertransformation bestimmt. Das angegebene Trans-
formationsverfahren zeichnet sich unter anderm dadurch aus, daB es nur einen minimalen
Eingabedatensatz benotigt und es erlaubt gezielt nur die Fourierdeskriptoren zu berech-

nen, die danach zur Invariantenbildung bzw. Parameterbestimmung bendtigt werden.

Die Anwendung der Invarianten zur Wiedererkennung ebener Objekte aus ihrem Kame-
rabild unter schrager Sicht wurde auf der Deutschen Industriemesse, Hannover 1988, un-
ter Verwendung eines Personal Computers und in FORTRAN geschriebener Programme
demonstriert [4]. Dabei wurde, einschlieBlich der Konturermittlung, der Invariantenbe-
rechnung, der Klassifikation und der zur Demonstration erforderlichen Anzeigen, ein Er-

kennungstakt von etwa einer Sekunde erreicht.
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Anhang

A Fourierkoeffizienten affiner Kurven

Sei
2(t(1%) = Az°(1%))
und
) = p(E+7),
T = uT°.
Dann gilt:
% f; z(t)e 2 T gy — 7 fo Az®(t0)e=d2mRu(t*+)/uT® | 140
—j2nkr/TO 1 —j2mkt®/TO
—  -i2mkr/T Aﬁfgo 20(£0) 327kt IT° 40

Daraus folgt:
Flz(t)} = ZFAF{°(1°)},
mit

g = e—J21rkT/T° .

B Zulissige Parameter und ihre Differentiale

Es sei C ein affines Bild von C° . Ferner seien ¢ und 7 zwei Parameterskalen und £(7) sei

analytisch. AuBlerdem seien

NG
o=(49)

bzw. z(n) analytische Funktionen. Kurz: Alle nachfolgend angegebenen Ableitungen

sollen existieren. Die ersten drei Ableitungen von z nach ¢ werden mit Te, Tee und Tege

bezeichnet, die n—te Ableitung mit acg"). Fiir das AuBenprodukt [z, z,] zweier Vektoren

wlz(ul) und $2=(U2)
(21 U2

Uy Uy

gilt:

[1171,11,'2] = = U1V — V1 Uy.

U1 V2
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Satz 11 Das AuBenprodukt [xgn),a:gm)] n,m # 0 ist affininvariant bis auf den konstan-
ten Faktor | A |.
[, 2{™] =| A | [2g™, 23],

Satz 12 Das AuBenprodukt [m(ﬁ),mém)] m # 0 ist unter den homogenen affinen Trans-

formationen invariant bis auf den konstanten Faktor | A|.

[2(6),z{™] =] A | [2°(€),a0™]  falls  2(€) = Az°(€).

Satz 13 Die AuBlenprodukte zweier aufeinanderfolgender Ableitungen sind bei wechseln-
den Parametern zueinander proportional. Der Proportionalititsfaktor ist die (2n +1)—te

Potenz der Ableitung des neuen Parameters £ nach dem alten Parameter 7.

[xgn), msln+1)] — é-:n-l-l [wgn), $§n+l)].

Satz 14 Das Differential ™/ [:I:gn) ,$£n+1)] d ist absolut parameterinvariant.

e, 2 dg = Yo, 2§ i,

Satz 15 Unter den affinen Transformationen z(£(n)) = Ax°(n) + zo bei verschiedener
Parametrisierung des Originals und des Bildes gilt:

dt(e) = "1, 2 de = AT X, o™ dy. = /[ A | di(n).

Die Differentiale dt und dt° sind parameterinvariant und sind zueinander proportional.

Der Proportionalititsfaktor ist **{/| A |.
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Beweise der Sitze 11 bis 15

Beweis zu Satz 11

Es sei
z(§) = Azo(f) + xo.
Dann gilt:
1125 = A:zzg,
Tege = A.’L‘gf,
.’17555 = A.’I:g&.
Also gilt

[xgn),xgm)] = [Aacg(”),Axg(m)] n,m#0
= |A| 28, a0™], qed..

Beweis zu Satz 12

[2(€),2{™] = [AZ%() + 70, Az2™],  m #£0,
= [A2°(€), Azg™)] + [2o, Az™)],
= [A2°(¢),Ac{™]  falls 2, =0,
= |A| [xo(f),xg(m)] falls 2o =0, qed..

Beweis zu Satz 13

Es sei
z(n) = (&(n)),
dann gilt:
Ty = zeby,
Ty = xﬁﬁfr? + z¢lom,
Tom = Tegeby + 3xeebobm + Tebonn,
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n—1 .
2 = M+ Y aad),

i=1

n—1 .
I R San " o Wy ) )

=1

Die beiden Summenterme in der n—ten und (n+1)-ten Ableitung sind linear abhingig und
liefern daher keinen Beitrag zum AuBlenprodukt. Ferner sind die Terme mit der n—ten
Ableitung nach ¢ zueinander proportional. Daher liefert der Term :z:gn)bn ebenfalls keinen
Beitrag zum AuBenprodukt. Daraus folgt, da8 nur die Ableitungen der jeweils héchsten
Ordnung den Wert des AuBenprodukts bestimmen. Daher gilt:

(2, 2] = (a7, 2] = @, 2, qeed.

Beweis zu Satz 14

Dazu betrachte man die im Satz 13 angegebene Beziehung zwischen AuBenprodukten bei
Parameterwechsel und denke sich auf beiden Seiten die (n + 1)—te Wurzel. Dann steht
€, in der ersten Potenz. Nun werden beide Seiten mit dn erweitert, wobei rechts die

Beziehung dn = ¢, d€ eingesetzt wird. Dann gilt:

2n+1/[$£’n),$$’n+l)] dn — 2n+1,[$£n),x£n+l)] f,ﬂlgdf — 2n+1/[$£n)’$§n+l)] df, qed -

Beweis zu Satz 15

Satz 15 folgt unmittelbar aus den Satzen 11 und 14.

Affinlénge

Das Integral

t= /c V[ze, zee] d€

heiit Affinlinge [23]. Sie ist parameterinvariant und wird unter den affinen Transforma-
tionen linear transformiert. Thr Differential ist offensichtlich das zuldssige Parameterdif-

ferential von niedrigster, ndmlich zweiter Differentiationsordnung. Nach Satz 15 gilt:

/C V[ze, zee] d€ = \3/|—A_| /c V129, 25,1 dy
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C Flachenparameter

Satz 16 : Das Differential dt = L[x(€),z¢]d¢ ist parameterinvariant.

Sei
2(£) = z(n(¢))-
Dann gilt:
Ze = Tl
d¢ = §,dn.

Mit 5, =1 folgt daraus:

[2(6), 2elde = [o(n), zalmetodn = [o(n), 2,ldn,  aced. .

Satz 17 : Unter der affinen Transformation z(£) = Az°(¢) sind die Differentiale

1 0 0
at = S[a°(6), 204,

W = S0E),ade

zueinander proportional.
Es gilt:

[2(), ze] = [42°(€), Azg] =| A | [2°(€), =g).

Daraus folgt:

dt=| A|dt’, q.ed..

Satz 18 : Fir den Flichenschwerpunkt einer Kurve C gilt unabhdngig von einer ur-

springlichen Parameterskala ¢:

o = 26 o(O)la(e), 2elde
3 fc[x(f),xg]df '
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Der Vektor z vom Koordinatenursprung zu der Kurve und das infinitesimal kleine Linien-

element dz auf der Kurve schliefien ein dreieckférmiges Gebiet der Fliche

dF = %[x, dz]

ein. Dessen Schwerpunkt liegt an der Stelle %m Den Flachenschwerpunkt der Kurve
erhalt man durch Integration der mit dF gewichteten Schwerpunkte der Flichenelemente

und Normierung auf die gesamte Flache. Daher gilt:

2 § 2(©)[e(€), et
3
$, =(6),zedt

q.ed. .

o5 = 1  22(O)dF(E) =

Satz 19 : Die affine Abbildung bildet Flichenschwerpunkte aufeinander ab.

Zur Vereinfachung der Notation wird definiert:

Beweis:

f[x,fc]dg = |A] f[m",gz"]dg —2|A|F°
f ole,3]de = ]{ (Az° + b)[A2® + b, Ai°)d¢
- f Az A2®, Ai°)dE +
}foO[b, AsO)de +
fb[AxO, As°)de +
]{ b[b, As°]d¢
= A|A| }{xO[xO,x'O]d& |A|F%+2|A|F%+0
= Al A|fx°[x°,sc°]d§+3 | A| F%

0r..0 -0
2|A|}{$[$,$]df 23| A| F°
zs = A= + -= —b=Az% +, .ed. .
s 31A| }{[xo,io]dg 32 A|F° s 4
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D Lineare diophantische Gleichungen

Nach: [26,20,1].

Ist f(z1,22,...,2,) ein Polynom in z,, ..., z, mit ganzzahligen Koeffizienten, so bezeich-
net man jede Gleichung f(21,%s,...,2,) = ¢ mit n > 2 als diophantische Gleichung 2,
wenn man verlangt, sie in ganzen Zahlen zu I6sen. Jede lineare diophantische Gleichung

mit n Unbekannten

a1y + ax2 + ... anz, =, n>?2

ist genau dann lésbar, wenn der groBte gemeinsame Teiler g der Koeffizienten ay, ..., a,

auch c teilt.

Definitionen:

def def
g = ((11,&2,...,(1") = ggT(al’a2,"-,an)
glc bedeutet: ,g ist Teiler von c¢*

g fc bedeutet: g ist nicht Teiler von ¢*

Ist die Gleichung I6sbar, so hat sie unendlich viele Losungen. Diese kénnen durch n lineare
Gleichungen mit zusammen n—1 ganzzahligen Parametern und einer partikuliren Lésung

ausgedriickt werden.
Beispiel: Die Gleichung
6 + 4y = 2, z,y € Z,

hat offensichtlich eine Lésung = 1,y = —1, aber auch x=11, y=-16 und andere. Alle

Losungen sind darstellbar mit

z = 142m,
y = —1-3m,
m = 0,+1,42,....

Dagegen hat die Gleichung
62 + 4y = 3, z,y €Z

keine Losung. Aus y = 0.75 — 1.5z folgt namlich, daB y fiir jedes ganzzahlige z nicht

ganzzahlig ist. Dies héngt offensichtlich mit den Teilern der Zahlen 6,4 und 3 zusammen.

2nach DIOPHANTOS von Alexandria
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D.1 Der Euklidische Algorithmus zur Bestimmung des grofiten
gemeinsamen Teilers ganzer Zahlen

Es sei @ > b. Andernfalls sind nachfolgend die Rollen von a und b vertauscht.

ro= a modbd,
ri= b modry,
ro= 19 modr,
"'m—1= Tm-2 rnod"'m—l =4g= (a,b)’

m = Tm_g modr,_; =0.

Der letzte von Null verschiedene Rest ist der gréfte gemeinsame Teiler von a und b.

D.2 Die lineare diophantische Gleichung mit zwei Unbekann-
ten

ar + by = ¢, a,b € Z\0, g = (a,b). (77)

Die Gleichung ist genau dann ganzzahlig 16sbar, wenn g|c, und hat dann unendlich viele
Loésungen. Ist zo,yo irgendeine Losung (partikulire Losung), so sind alle Lésungen mit

nur einem Parameter m darstellbar:

r = zo+m(b/g), (78)
y = yo—m(afg). (79)

Wenn (77) 16sbar ist, dann ist auch die diophantische Gleichung
ar+by=g (80)
16sbar. Ist z,y, eine Losung dieser Gleichung, dann ist

zo = z'(c/g), (81)
¥o = ¥'(c/g), (82)
eine Losung der Gleichung (77). Zur Bestimmung aller Lésungen von (77) reicht es somit

aus, zunéchst eine Losung fiir (80) aufzusuchen. Dazu gibt es einen systematischen Weg,

der auf dem Euklidischen Algorithmus aufbaut. Dieser wird nachfolgend dargestellt.
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Es sei g = (a,b). Sind @ und b zwei ganze Zahlen mit a > 0 und | a |>] b |, dann gibt
es ganze Zahlen q und r, so daB @ = bg + r,0 < r < b gilt. Gilt b /a, so geniigt r
der strengen Ungleichung 0 < r < b. Der ,Quotient* ¢ und der ,Rest® r sind dabei
eindeutig bestimmt. Die Zerlegung heifit ,Divisionsalgorithmus“. Durch wiederholte
Anwendung des Divisionsalgorithmus’ erhilt man eine Folge von Gleichungen, in der ¢
als letzter, nicht verschwindender Rest auftritt (siche Euklidischer Algorithmus). Die
dabei anfallenden Quotienten werden anschlieBend zur Bestimmung einer partikuliren

Losung benutzt. Zunéichst gilt:

b ¢ + ., 0<ri<b ,
b =N © g2 + re 0 < T < ™ )
r = T © g3 + 3, O0<rs<mr ; (83)
"Tm-2 = Tm-1 ° Gm + g 0< g<Tm-1 ,
Tm-1 = Tm - ¢u + 0.

Werte fiir 2o und yo kann man durch Elimination der Reste, beginnend mit der vorletzten
Gleichung, bestimmen. Man erhilt dabei fiir g einen linearen Ausdruck in a und b,
dessen Koeffizienten eine partikulire Losung darstellen. Der Eliminationsproze$ kann in
einer Folge von Gleichungen, welche sich auch fiir die praktische Berechnung gut eignet,

zusammenfassend dargestellt werden.

Bestimmung einer partikuliren Lésung

A_2 = 0
A-l = 1
A,‘ = m._,'A,'_ A,'_. : , = 0, 1, ceey -1
¢ 1+ A ' ™ } (84)
zo = (=1)™*(c/g)Am-2
Yo = (=1)"(c/g)Am )

Beispiel: Losung der diophantischen Gleichung 24z +9y =6, z,y € Z.

24 = 9.2+6, => ¢ =2,
9 = 6-1+3, = ¢ =1,

6 = 3-2+40, = g =3, m=2

A, =0

Ay =1

Ay = ¢ =1, = o =(-1)**1(6/3)-1 =-2
A = qrAc+AL=2-141=3, = y, =(-1)%6/3)-3 =46
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2 = —240/3)m =-2+3m m=0,41,+2,...
= 46 —(24/3)m =46—8m

D.3 Die lineare diophantische Gleichung mit n Unbekannten

1Ty + a2+ ...+ Gp2Tn_2 + @1y + anT, =c, (@1, a2,...a,)|c

Die diophantische Gleichung mit n Unbekannten kann durch schrittweises Auflésen von
Gleichungen mit zwei Unbekannten geldst werden. Jede Teilsumme kann nur ganzzahlige

Vielfache des ggT der Koeffizienten der Teilsumme bilden.

Sei:
gi = (@i, ai41,- .-, a,).
Dann gilt:
a1y + 9y, = ¢ = Iy, Y2
ATy + 93ys = ¥ = I Y3
’ (85)
=
Ap_1Tp-1 + Inl¥n = Yna1 = Tp-i, Yn = Ty.

Dabei reicht es aus, zunichst jeweils eine partikulire Losung aufzusuchen. Alle ibrigen
Lésungen kénnen durch die partikulire Losung und Linearkombinationen der a; in n — 1

Parametern ausgedriickt werden.
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E FORTRAN-Programme

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCtCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCcececeee

C

C TRSPKT:: Translation des Koordinatenursprungs in den

C Flaechenschwerpunkt, und Festlegung des Umlaufsinnes

C des Polygons, so dass die eingeschlossene Flaeche ein

C positives Vorzeichen erhaelt.

C

C X ... N+1 komplexe Funktionswerte; das Feld wird ueberschrieben
C
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe

SUBROUTINE TRSPKT (X,N)
COMPLEX X(0:N), S, XXXX

S S +FI*(X(I)+X(I+1))/3.
F F +FI
1 CONTINUE
S = S/F
DO 2 I=0,N

C Bestimmung des Flaechenschwerpunkts
F =0.
S =0.
DO 1 I=0,N-1
Ul = REAL(X(I))
U2 = REAL(X(I+1))
Vi = AIMAG(X(I))
V2 = ATMAG(X(I+1))
FI = (U1*V2-U2%V1)/2.

C Verschiebung um Flaechenschwerpunkt
2 X(I)=X(I)-s
C RETURN bei positivem Umlaufsinn

IF (F.GT.0.) RETURN

C Umsortieren bei negativem Umlaufsinn, und RETURN
DO 3 I=0,N/2
XXXx = X(I)
X(I) = X(N-I)
3 X(N-I) = XXXX
RETURN
END
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CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCLCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeceeeeceee

c
c
C
C
c
c
c

c
c
c
C
C
C
c

30

31

40

41

50

51

PARAM:: Bestimmung des Funktionsparameters
T ... Funktionsparameter
TO ... Vorgegebener Anfangswert
X ... N+1 komplexe Funktionswerte
IPAR ... Funktionsparameter Typ
= 1 : Bogenlaenge ueber dem Polygon X
= 2 : Abs. Flaeche unter dem Fahrstrahl zwischen
Koordinatenursprung und Polygon.
= 3 : Flaeche (vorzeichenbehaftet) unter dem Fahrstrahl

zwischen Koordinatenursprung und Polygon.

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCee

SUBROUTINE PARAM (T, TO, X, IPAR, N)

COMPLEX X, DX
DIMENSION X(0:N), T(0:N)

GOTO (30,40,50), IPAR
Bogenlaenge
T(0) = TO

D0 31 I=0,N-1
DX = X(I+1)-X(I)

D = SQRT(REAL(DX*CONJG(DX)))

T(I+1) = T(I)+D
RETURN

Abs. Flaeche

T(0) =

DO 41 I=0,N-1

Ul = REAL(X(I))

U2 = REAL(X(I+1))

Vi = AIMAG(X(I))

V2 = AIMAG(X(I+1))

D = ABS(U1*V2-U2+V1i)/2.

T(I+1) = T(I)+D
RETURN

Flaeche (vorzeichenbehaftet)

T(0) =

DO 51 I=0,N-1

U1 = REAL(X(I))

U2 = REAL(X(I+1))

Vi = AIMAG(X(I))

V2 = AIMAG(X(I+1))

D = (U1xV2-U2xV1)/2.
T(I+1) = T(I)+D
RETURN

END
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Cccccccccccccececceeeceececceeccecceceeceeceeceeccccecceccceccecceecccecece

C
c
C

c
c
c
c
c
C
c
c
c
c

10

20

FOURAN :: Fourierkoeffizienten von Polygonen
(stueckweise linearer Funktionen).

S ... 2M*1 komplexe Fourierkoeffizienten
X ... N+1 komplexe Funktionswerte

T ... N+1 Funktionsparameterwerte
Voraussetzung:

Das Eingabefeld muss so belegt sein, dass gilt: X(N)=X(0).

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeeee

SUBROUTINE FOURAN (S, X, T, M, N)

COMPLEX S, X, DX

COMPLEX AP, AM, BP, BM, EOP, EOM, E1P, EIM, DEL
DIMENSION S(-M:M), X(0:N), T(0:N)

PARAMETER (ZP=6.28318530718)

PER = T(N)-T(0)
Fourierkoeffizient S(0)

S(0) = CMPLX(0.,0.)

DO 20 I=0,N-1

S(0) = S(O)+(T(I+1)-T(I))*(X(I+1)+X(I))
CONTINUE

S(0) = s(0)/(2.*PER)

AO
BO
PO

PER/ (ZP*ZP)
1./(zZP)
ZP/PER

Fourierkoeffizienten S(K): Ki#0

DO 40 K=1,M
XK = 1.%K

PK = PO*XK

PH = PK*T(0)

E1P = CMPLX(COS(PH),-SIN(PH))
EIM = CONJG(E1P)

AP = CMPLX(0.,0.)

BP = CMPLX(0.,0.)

AM = CMPLX(0.,0.)

BM = CMPLX(0.,0.)

DO 30 I=0,N-1

DX = X(I+1)-X(I)
DT = T(I+1)-T(I)
IF(DT.NE.0.) GOTO 25

BP = BP + DX*E1P
BM = BM + DX*E1M
GOTO 30
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26 PH = PK*T(I+1)
EOP = E1P
EOM = EIM
E1P = CMPLX(COS(PH),~-SIN(PH))
EIM = CONJG(E1P)
DX = DX/DT
AP = AP + DX*(E1P-EOP)
AM = AM + DX*(E1M-EOM)

30 CONTINUE

S( K) = A0/(XK*XK)*AP - CMPLX(0.,B0/XK)*BP
S(-K) = A0/ (XK*XK)*AM + CMPLX(0.,B0/XK)*BM
40 CONTINUE

RETURN
END

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeee
FOURSY :: Fouriersynthese

X ... N+1 komplexe Funktionswerte
S ... 2M+1 komplexe Fourierkoeffizienten

Anmerkung: Fuer die Synthese wird intern ein Parameter durch
Aufteilung des Intervalls von O bis 2*pi in N gleich grosse
Teilintervalle gebildet.

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeee

SUBROUTINE FOURSY (X, S, N, M)
COMPLEX X, S, XI, EX
DIMENSION X(0:N), S(-M:M)
A0 = 6.2831853/N
DO 20 I=0,N
Al = AO*I
XI = s(0)
DO 10 K=1,M
PH AI*K
EX CMPLX (COS (PH) ,SIN(PH))
10 XI = XI+S(K)*EX+S(-K)*CONJG(EX)
X(I)=XI
20 CONTINUE
RETURN
END
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