Die Gruppe der affinen Abbildungen A

Die Gruppe der affinen Abbildungen in der Ebene entsteht durch Wahi
einer beliebigen regularen Matrix A (det(A) = 0) und einer Translation a:

X' =AX+a x:{:ﬂ

Diese Abbildung hat 6 Freiheitsgrade (4 fur die allgemeine Matrix A,
sowie zwel fur den Translationsvektor a.

Die affine Abbildung beschreibt die allgemeine raumliche Bewegung
einer planaren Bildvorlage mit anschliel3ender Parallelprojektion in die
Kameraebene, was nachfolgend gezeigt werden soll.

—
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Bewegung einer beliebigen Kurve im Raum mit
anschliel3ender Parallelprojektion in die

Kameraebene

- x(t)

Sonderfall der

ebenen Raumkurve:

T —
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Die Bogenlange berechnet sich zu:

S = j\]k(t)\] dt = j\/jﬁ(t) + 23(t) + 23(t) dt

mit:
_331(?5)_ _dxl/dt_
xX(t) = | @o(t) | = | dao/dt Tangentenvektor
Ziﬁg(t) dafg/dt o
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Euklidsche raumliche Bewegung
(Rotation und Translation):

x/'(t) = Ax(t) —I—;]?Z)

Mit der orthogonalen Drehmatrix:

A1 = o3 — 185283 A1 = — eS3 — C1S2c3 A1z = 5152
A = | Ay =s9c3+ci1ca83 Az = — s983+cicacy Aoz = — 8162]
Az = 5183 Az = sic3 Az =c
wobeir: b
Cc] = COSU, Co=1cC0S1, C3=COSyp Und der b — bl
s1 =sint, s9=-sinvy, s3=-siny Translation: N bz
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Eulersche Winkel:

1. Reine Drehung ¢ (Phi)

2. Nutation 3 (Theta)
3. Prazession y (Psi)

Der Ubergang vom Inertialsystem auf das-korperfeste System wird mit den drei folgenden Drehungen realisiert:
1. Drehuan—”Achse: die x-Achse geht in die sogenannte Knotenlinie O-N uber.
2. Drehung § um die Knotenlinie O-N: Die inertiale z, - Achse geht in die korperfeste z-Achse Uber.
3.  Drehung y um die z - Achse: Man erhalt das korperfeste (X,y,z)-Koordinatensystem.
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Faktorisierung der Drehmatrix:

C2

-s, 0

o(“.

1) 0 0°

0 ¢ -5

0 s ¢

-/

s, C, O

0 0 (1)

J/

Drehung um z-Achse () Drehung um x-Achse (9) Drehung um z-Achse ()

7‘

X, unverandert

My

Rotation von x, und X,
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Eigenschaften der Drehmatrix A:

* Die Zeilen- und Spaltenvektoren von A sind orthogonal
und normiert und daraus folgt

« Eine Drehmatrix A ist orthogonal, d.h. es gilt:

A1=AT und somit auch ATA=AAT =I
« Weiterhin gilt: det(A)=1 (reine Drehung, ohne
Spiegelung)
« Es gilt somit fUr die faktorisierte Drenmatrix:
(ABC)™" =(ABC)' =C'B'A'

SR =
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Und somit;

c, S, 0|2 0 Oj|c, s, O
A*=A"=|-s, ¢, 0{0 ¢ s/|]|-s, ¢, O
0 0 1}]|10 -5 ¢ 0 O 1

Zuruckdrehen durch Umkehrung der Reihenfolge!

-

H. Burkhardt, Institut fir Informatik, Universitat Freiburg ME-I, Kap. 2b




Kompaktere Schreibwelse:

011 0 01[R,) O
A= |0 . 0

0 0 1f[0 (R)[[0 01
und: R*=R/
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Nun: orthogonale Projektion der

raumlichen Kurve x(t) in die (e,,e,)-Ebene

mit dem Projektionsoperator P,,:

% ()] (10 0]
Xp =| %) |=P,x  mit: P,={0(1)0
| 0 0 0 0

Der Projektionsoperator P, Ist idempotent, d.h. es

gilt:
I:)122 — I:)12

(rﬁ—-

H. Burkhardt, Institut fir Informatik, Universitat Freiburg

ME-I, Kap. 2b

10



Somit ergibt aus der allgemeinen Bewegung
Im Raum mit anschliessender Projektion:

X" =P, X"'=P,(AXx+Db)

T

Betrachtet man die Wirkung Da es sich um eine ebene Kurve

der Projektion auf A: handelt (x,=0) kann 3. Spalte entfallen:
S >

A A A A A, 0]
P,A=lA, A, A, Z "A% 0
to—0—0| 0
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Und somit ergibt sich eine Reduktion der Beschreibung auf
die Dimension 2:

o [ A AT
Ar Ap | %

mit:

' Al AZ CZ _SZ 1 O C3 _S3 1 O
“ola s oo alls o) ™o of®

drehen (w) stauchen\gntlang y drehen ()

3 Freiheitsgrade: ¢, c,,C; bzw. ;¢ ————
mit: ¢, =cos$ und damit: —-1<c <+1
—_—

i A ol =0i5555 =653 = 65,05
oder ausmultipliziert: | S,C3+CCS;  —S,5; +CC,C5
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Es ist somit gleichwertig eine ebene Kurve
(Xe=0) Im dreidimensionalen Raum zu drehen
und dann in die (e,,e,)-Ebene zu projezieren
oder aber mit einer entsprechenden
zweldimensionalen affinen Abbildung zu
beschreiben!
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Diskussion der Freiheitsgrade:

« Wir sehen jedoch nur drei Freiheitsgrade w,c,,¢. Die allgemeine

affine Abbildung hat hingegen 4 (+2 fur Verschiebung)!

 Beli der hier beschriebenen VVorgehensweise werden die Objekte
nur gestaucht (verkleinert) und nicht vergréRert. Nimmt man nun
eine allgemeine Skalierung (vergrofliern/verkleinern) als VVorfaktor

k hinzu, kommt man wieder auf 4 Freiheitsgrade!

} _(1) gj mit: |c,|<1

alieren Y— — ——
stauchen
entlang y
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Invarianten geometrischer
Abbildungen:

Kongruente Abbildungen (AAT=I) sind langentreu:

HX'H2 —< X' X" >=< A AX >=< X, A'AX > = < X, X >= HXH2

giltnur firr A'’A=1=A"=A" (orthogonale Drehmatrix)

L
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Die Gruppe der Ahnlichkeiten garantiert
yvinkeltreue (konforme) Abbildungen:

<X,Y'> < AX, Ay >
P IXAIYT T <ACAXST < Ay, Ay 57

mit: A'/A= 4l folgt:

P I ——

cos = <X, AAy > _
<X, AAX > <y, A Ay >
/KX, y > <X Y>
AT <X, xS <y y ST XY
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Die Gruppe der affinen Abbildungen
erhalten Parallelitaten:

g,=r,+al
Geradengleichungen
@ g,=r,+ol
Iy
— % Fir alle Punktepaare auf den zu |
. / parallelen Geraden gilt: X, -x,= al
-

affin transformiert bedeutet das: x =Ax+t und somit:
X, — X = AX, £t AX, —}/:A(x2 —X)=cAl =’

dies sind wiederum Punkte auf parallelen Geraden mit der Steigung I’
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Inte

rpolation

Bei der Rotation und bei der Translation um Bruchteile des

Abtastintervalls ist eine
Bildern erforderlich (nic

nterpolation der Grauwerte von
ntgitterkonforme Abbildungen).

Dies lasst sich am einfac

nsten durch

a) die Nachste-Nachbar-Regel realisieren:

N

7)
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Oder besser mit der bilinearen
Interpolation:

X :Xa—i_i(xb _Xa):X(Xa’Xbig)

% =X+ (6 %) =X, X, €)

— ) T Xa
und damit:
X=X +-L(X,—%)=X(x,%,7) Rekursion & Y b A
A S & " /
= X206 =X)L 06 = X) + 06 =%~ X +%,) A

Man erhalt das gleiche Ergebnis, wenn man x, gegen X, sowie £ gegen 7
vertauscht, d.h. man kdnnte auch zuerst bzgl. (x,, X., 7) und (X, X4, 77)
Interpolieren und dann linear Uber das Ergebnis davon mit &.

/—/\__\
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