Kapitel 6

Optimale Merkmalsselektion
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Einfaches Erkennungsbeispiel mit
zwel Objekten (Kreis und Quadrat)

Es wird angenommen, dass die Bilder mit 512x512 Bildpunkte
abgetastet werden.

Niemand kdme auf die Idee hier 512x512 Bildpunkte als Merkmale der
Objekte zu verwenden!! (1 Merkmal wurde reichen: Flache)

Frage: gibt es allgemeine Prinzipien zur Merkmaisauswatit? —

\\
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Merkmalsselektion mit linearen
Transformationen

Die Komplexitat eines Klassifikatorentwurfs wachst mit der Dimension N des

Merkmalsraums. Gleichzeitig wéchst der Bedarf an Stichproben!

Ziel einer Merkmalsselektion ist die Auswahl eines geeigneten Unterraumes. Die
selektierten Merkmale mussen eine hohe Relevanz fir die Charakterisierung der
Klassen besitzen, aber zugleich eine hohe Diskriminierfédhigkeit zwischen den
Klassen garantieren. Sie missen demnach innerhalb einer Klasse wenig variieren
(Intraklassenabstand), aber gleichzeitig grolie Abstédnde zwischen den Kls
(Interklassenabstand) garantieren.

Es ist i.allg. wenig sinnvoll die Pixel eines Bildes direkt als Merkmalej
(N=5122=218=0,25 Mio. Pixel). l.allg. gibt es eine hohe Redunda®z It
Bildern durch starke Korrelation zwischen den Pixeln.

Es ist zudem wenig hilfreich einen Merkmalsraum durch Hinzunahme :
Merkmale weiter zu vergrofiern, wenn die neuen Merkmale stark korrellert sind
mit den bereits vorhandenen. I

Idee: Transformation der Originalbilder in einen neuen Merkmalsraum mit Hilfe
linearer oder Euklidischer Transformationen (Verschieben und Drehung des
Koordinatensystems (unitare Transformation)). Dabei Reduktion auf wenige
Merkmale und gleichzeitige Informationsverdichtung.

H. Burkhardt, Institut fur Informatik, Universitat Freiburg ME-I, Kap. 6




Charakterisierung von
Zufallsereignissen In Vektorraumen

Ein Zufallsereignis x' ist ein Element des Vektorraumes X. Wobei im diskreten Fall das
Elementarereignis aus einer geordneten Menge von Zahlenwerten

ﬁ X={Xo!y X1y Xp'hes X'}

oder auch im kontinuierlichen Fall aus einer Zeit- oder Ortsfunktionen xi(t) besteht.

Ein stochastischer Prozess x besteht aus einer Menge von Ereignissen x:={xi}.

A A

A\

{x' ()}

NN\

v

v

Zufallsereignis Stochastischer Prozess
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Statistische Kenngrofien eines Prozesses

_ 1 &
rwartungswert: p, =X = E{x} ~ Z

N o
™ i i i i i i ]
ol Xo X XorXp o XX
1 . . .
- . T
~ Autokorrelation: K =R, = E{xx" }={E(xx,)}~ WZ X Xo o XX XX,
procuk T xx XX
| = L :
Die Elemente der Korrelationsmatrix beschreiben die -
Korrelation zwischen den einzelnen Vektorelementen M % )
. . T . . o X X,
{Xo: X1} {Xo: X5} ... In zeitlicher/ortlicher Richtung mit T T T [ {

wachsendem Abstand zwischen den Elementen: w

Autokovarianz: C,_ = E{(x-X)(x-X)'}=R,_ —X-X

. —

- . _ T
Kreuzkorrelation: R, = E{xy "}
Kreuzkovarianz: C,, = E{(x-X)(y-¥)'}=R,, - X-y'

- T

—
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Bel linearen Transformationen
bleiben Gaul3vertellungen erhalten

1 ——(x—ux )" Cp H(x—py)

J@7)" det(C,, )

—

P =

aus y = Ax folgt fur p(y) wieder eine Normalverteilung mit:

— —

B, = AR,
und:

=~ C,y = E{ly =9y =)'} = AE{(x - X)(x = %) A’
=C, =AC A’ I
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Berechnung der AKF aus der
Autokorrelationsmatrix

Die Werte der lineraren (zyklischen) AKF ergeben sich aus den Diagonalsummen der

(periodisch fortgesetzten) Autokorrelationsmatrix:

—>

lineare AKF:
X, X X X X X
0 0 1 2
Ko £
X X X > X X X, &
2 2 2 g
Xg + X+ X, X X, + %X,
e T2
R

Autokorrelationsmatrix:
XO Xl X2 .

Xo | XoXq XXy XoXo

H. Burkhardt, Institut fur Informatik, Universitat Freiburg

ME-I, Kap. 6



Dekorrelation benachbarter Signal-
oder Pixelwerte Im Vektorraum

Gegeben ein Signal- oder Pixelwert; wie grol3 ist die W., dal die
benachbarte Signalamplitude ahnliche Werte annimmt?

|.a. hohe Korrelation in die Nachbarschaft! (1. Winkelhalbierende
Im Vektorraum)

X- A
1D i+1 ahnlich auch bei 2D

q

X X

i+1 .\&\ /
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Einfaches Beispiel fir den Ubergang in einen
neuen Merkmalsraum mit Hilfe einer
orthogonalen Transformation

Gegeben sel ein Signal mit ZWel X:m:‘lm m Originalraum
Abtastwerten
1 -1
) 5H+1{ } 52 - L [ }f%{ 1} Merkmalsraum
71
°T ? Selektiert man nur die erste Komponente (Unterraum) im
51 ° o Originalraum, so erh&lt man eine Approximationsgiite von
2l . (ein Abtastwert weglassen fallt auf !):
34
e o, e
T
0 . Im neuen Merkmalsraum hingegen:
1 2
G
—  Gleichanteil H5‘/§ \EH o
Wechselanteil AuRerdem sind die neuen Werte unkorreliert!
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Darstellung im Vektorraum durch Drehung des
Koordinatensystems mit orthogonaler Transformation

b ]
gy jis

Xy
Gleichanteil

Originalraum Merkmalsraum %
X' =A"x
mit A= T Mg AT = AT oA T
: = = u = = = =
Pl R |
———

X]. 1 0 1! [N ! 1 ! _1 (X+X) 1 (X _X) _1
x={xj:xlel+x2e2=x{o}+x{l}=xlel+x2e2=x1%{1}+x2%{1}=—12 2 . +—22 L .

—_—

Gleichanteil Wechselanteil

mit: e; = Ae, und e, = Ae,
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Optimale Merkmalsselektion mit unitaren

Transformationen

(Karhunen-Loeve oder Hauptachsentransformation)

Unitare Transformation, im reellen
orthogonale Transf. => Drehung des
Koordinatensystems

[
»

—

Aufgabe: finde neue Basisvektoren

(adjungiert: konjug. komplex und transponiert)

(AX, Ay) = <x, A’ y>¥<x, y)
= AA=l = A=A

—, — R—
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Ein einziges Vektorelement x kann, wenn das dazugehdrige Basissystem frei
gewahlt werden kann (und auf Sende- und Empfangsseite bekannt ist) durch
einen skalaren Wert charakterisiert werden, wenn der erste Basisvektor e”; in
Richtung x gewéhlt wird (Element kommt vor oder nicht): N

X
// X = aW+Oe+Oe+ %%
X .

Es geht jedoch i.allg. darum, fir ein gesamtes Ensemble von Vektoren eine optimale
Transformation in ein geeignetes Koordinatensystem zu finden, so dass im
Mittel die Elemente des Ensembles mit moglichst wenig Koeffizienten
charakterisiert werden kdnnen.

Wir beginnen mit der Bestimmung des ersten neuen Basisvektors e,” , welcher so
gewdhlt wird, dass der Approximationsfehler fir das Ensemble von n Vektoren
minimal wird, oder dié gesuchte Raumrichtung, die eine maximale Information
des Ensembles représentiert. -
Nach dem_Projektionssatz erhalt man den kleinsten Fehler bei orthogonaler
Projektion auf den Unterraum, welcher durch e,” aufgespannt wird; gesucht ist
lediglich die richtige Raumrichtung. Ausgehend von einem Gutekriterium, wird
eine optimale LOsung gesucht. B
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//\ )
/ AT y | l,, W A ZEX
NxN / 1< M<N NxN

Vergleich mit einem optimalen Uberragungskanal
W:IMy:yle;+y2e’2+,..+yMe;w/ /

die Bestapproximation muss fur beliebige M gelten!

Ausgehend von einem quadratischen Gitekriterium ergibt sich:

J = %{H%Hz + e, | SR \snuz}
= 1{x, - (xpepe | +]x, —(x, epe] +.. 3
— E{\x —(X,e;)e, 2} )
7\ N I?);( J
Projesk(tei?)n auf
flr das Ensermg: x={x.} 1=12,...,n
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ZR: Bel einer qrthogonalen-Projektion auf einen

Unterraum Px gilt gemafd dem Satz von Pythagoras:

— \\_/——

I =[P+ H(L—é_F?)XHZ

= [lx = Px[" = x| - [PxI

mit: (x,el)e! = (ele!')x

>

bei reellen Vektoren gilt:

(a,b)=(b,a)
e
Qx=x-Px=(1-P)x

~
Px
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. ({x,e;re;,{x,e;)€e:)
und deShaIb- :<Xvei>2<ei1ei>
%%:,_/1

3 =E{X - [x. e 3
= TS ST
0 S,
\Q—Jip = E{||x|| — ey, x){x,e)}

Nutzliche Formeln:

dyad.
Produkt

(a,b){c,d) = aT(rl;(?T )d

(\> a(b,c)=(ab")c

— T Das Innenprodukt kann tber die Spur des
(a,b) = Spur(ab’) Aussenproduktes berechnet werden!

(A,B)=Spur(A B )| beiBildmatrizen
B

adjungiert
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und deshalb: J = E{‘ X

2

—e;,' (xx" e}

= E{|x \2} —e!' !E{XXT}e;
o) A

Varianz von X

korrelations-

matrix

= [J =Spur(R,) - efRXXe;#mjn

1

Als Nebenbedingung geht ein, dass es sich bei dem neuen

Basisvektor um einen Einheitsvektor handelt:

€

"= (ep e =1
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Der erste Term In J ist konstant und somit wird J minimiert, falls
der folgende Ausdruck maximiert wird:

r T r
J =¢e; Rxxel—meax

1

Einbindung der Nebenbedingung in die Maximierung von J° durch
einen Lagrange-Ansatz:

J" = e;T Rxxei + A(1— (ei,ei))

0 oy’
mit Hilfe von: M =2y und: (y Ry) =2Ry (falls R symm.)
oy oy
ergibt sich aus der notwendigen Bedingung fir ein Extremum:
a " ]
J, =2(R e, —1e;)=0
oe

1

und daraus die Eigenwertgleichung:

r ’
Rxxel o ﬂ’el
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Eingesetzt in J' ergibt: |J'= 1e]'e, =1

Dieser Ausdruck wird maximal, wenn man unter allen Eigenwerten
den maximalen A4,=41,., und den dazugehdrigen Eigenvektor
aussucht.

Man spaltet nun den eindimensionalen Unterraum entlang e,” ab,
fahrt fort in dem verbleibenden Unterraum mit der Suche nach
dem zweiten Basisvektor e,”=> A, und dem zweitgrofiten
Eigenwert, usw.
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Approximationsfehler

Der Approximationsfenhler mit M Komponenten (1< M < N) ergibt
sich somit zu:

Jy = E{x -z }=E{jx - AL, A" x|} mit: A= ele),...e
el

N

orthog.
Projektion P

auf den Unterraum, welcher durch die ersten M Eigenvektoren aufgespannt wird

3, = EQx-Px|’y = B[ - [P} = g - (Px. P}
es gilt:

A"A=1 (A" istorthogonal)

A'R A =diag(4,4,,....,4,) mit: L, 24, >4, 2.4,
die Projektionsmatrix P ist idempotent und symmetrisch

und daraus folgt:
(Px,Px) = (x,P"Px) = (x,P*Xx) = (X,Px) = (x, Al ,, ATX)
={I,,A"x,A"x) =Spur(l,, A" (xx')A)
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Approximationsfehler

und eingesetzt in das Gutemal ergibt:

J, = E{Spur(xx")}— E{Spur(l,,A" (xx")A)}
=Spur(R,, -1, A'R_A)

diag(Zy, Ay ..., Ay )

=Spur(R,,) - Z;L. = Z A

iI=M +1

d.h., der Approximationsfehler entspricht der Summe der nicht

berticksichtigten Eigenwerte.
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Die Karhunen-Loéve-Transformation
(KLT)

Die Karhunen-Loéve-Transformation ist somit definiert als:

y=A'x| KLT

X = Ay KLT™

und es gilt:
R, = E{yy'}=E{A" (xx")A}=A'R A = A =diag(4, 4,,..., 4,)
mit: 4, 24,22, >...4

N

Die KLT kann wie hier auf der Grundlage der Autokorrelationsmatrix, oder aber
auch aufbauend auf die Autokovarianzmatrix berechnet werden (der
Erwartungswert wird zuvor abgezogen):

y=A"(x-p,)
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v

\

Die beste lineare
Transformation

Die beste affine (Euklidische)

Transformation
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KLT: y=A"x
KLT": x=Ay

Beispiel zur KLT

315|718 (10|12
X=X [ %, [ [ X =

3|/7|5]10| 8 |12
33 |5 7 |7 5 |8 10 |10 8 |12 12
9 9 5|25 35 7(49 35 8 (64 80 10 (100 80 12 |144 144
9 9 7|35 49 5(35 25 10|80 100 8 |80 64 12 |144 144

65,16 63,83
X.Xi =
63,83 65,16

A(R.)=129 A(R,)=133
:| . 1 . 1
€ :}/\E 1 € :}/\E 1

. 129 0 _ o, 1 1 _ _
R,=AR, A= mit: A= e.e, =Y; L 1 In diesem Fall fuhrt die
KLT von x auf die
gleichen Ergebnisse wie

=ele] :%{1 1} Q=I1-P :%[ L _1} die KLT von (X-p,)!

-1 1

Xy

_ _ 1 1 _ _ Aber hier Q
Cosinus-Transformation: C=-1 Identisch mit KLT!! nicht: «

2l1 -1 = >

Xq
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Zur Interpretation der KLT

T Z=X
—»X A y > II\/I W > A ———>
NxN 1< M<N NxN
Fourierreihe, Entwicklung nach den ¢; X
Zaiei'

r T N\

z= Al,, A X

—_

Berechnung der
Fourierkoeffizienten ¢;
Projektion auf den durch 2
die e; aufgespannten Raum

o /

~
Projektion auf den Unterraum

Projektion auf den Unterraum: S Fourierreihe (Entwicklung nach den
e | [ ] Spaltenvektoren von A):
(el ,x) o f M
_ Ty, _ 2! _ 2 /
y=1,AX= , = ! Z:AWZZfﬁ' Sl
, — =1 kg Spaltenvektoren
_<eM 1X>_ _OZM ] g von A

Minimierung des Fehlers ist gleichbedeutend mit der Maximierung der Energie (Lange?) im
transformierten Bereich oder der Maximierung der Quadratsumme der Fourierkoeffizienten.
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KLT far Bilder (2D)

Obiger Ansatz lasst sich direkt tbertragen auf einen Vektor, welcher
aus gestapelten Zeilenvektoren einer Bildmatrix der Dimension NxN
besteht (da es ja nur um den Gesamtsummenfehler geht!). Damit ist
jedoch ein Eigenwertproblem fir symmetrische Matrizen der
Dimension N“xN?2 zu lésen. Ein Eigenwertproblem fir eine Matrix
NxN bendtigt O(N3) Berechnungsschritte, also hier: O(N®°)

Lasst sich hingegen ein Ensemble von Bildern X:={Xi} der Dimension
NxN durch das dyadische Produkt zweier eindimensionaler
Ensembles der Dimension Nx1

x ={x} x ={x}

modellieren gemal:

X:= xlsz D.h. X ist separierbar!
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KLT far Bilder (2D)

so lasst sich fir jedes eindimensionale Ensemble eine KLT berechnen und man
erhalt:

1T, 1. o7 5 1T 5 2D-KLT bei separierbaren
Y=A (Xx")A"=A" XA Bildern

Damit sind nur 2 Eigenwertprobleme der Dimension NxN zu berechnen. Dies
gibt einen Rechenzeitgewinn von: O(N ©) / O(N 3) = O(N 3)

Die Transformation mit separierbarem Kern reduziert sich ebenfalls im Aufwand,
namlich von O(N 4) auf O(2N 3)=0O(N 3) (siehe DBV-I).
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Eigenschaften der KLT

e \ortelle:

— Die KLT ist optimal (bzgl. des quadr. Fehlers) im Hinblick auf
bestmogliche Darstellung in Unterrdumen mit orthogonaler Basis.
Falls VVektorelemente stark korreliert sind, ergibt sich eine hohe
Informationsverdichtung in wenigen Elementen der KLT. Die
KLT profitiert von starken Korrelationen in den Vektorelementen.

— DaR,, eine Diagonalmatrix ist, sind die Werte in 'y unkorreliert!

 Nachtelle:

— Die KLT ist datenabhangig und muss fur jeden Datensatz
Individuell berechnet werden.

— Aulierdem existiert fur die KLT kein schneller Algorithmus.
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Datenreduktion in Abhangigkeit vom
Korrelationsgrad

Daten unkorreliert (weilRer Prozess)
KLT hat keine Bedeutung

Extremfall: Bilder mit konstantem Grauwert
(hier gentgt ein Vektor zur Darstellung)

Daten stark korreliert. KLT bringt
hohen Gewinn.

e
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Eigenschaften der KLT

Varianz der Koeff. im Bildraum (FK
der KLT). Werte monoton abfallend

o, (n)

) Varianz der Koeff. im

/O-X (n) Originalraum

\

\ n
Jede Teilsumme ist

unabhangig von M
maximal!

v

Verhalten unterschiedlicher unitarer
Transformationen

J

N
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Weltere Eigenschaften der KLT

Die KLT sorgt dafir, dass die Varianzen der transformierten Merkmale
(Hauptdiagonalelemente der Kovarianzmatrix) maximal ungleichgewichtig

sind (minimale Entropie):

y=A"(Xx-n,)

Eine Maximierung der Entropie, oder eine konstante Varianz aller Merkmale

erreicht man durch eine Whitening-Transformation:

u=A"AT(x-p )| AT =diag(4 ", A" A0

Alle Merkmale haben die gleiche Varianz var(u;)=1
(spharisch invariante Verhaltnisse). Die Energie ist
gleichméRig auf alle Merkmale verteilt.

Durch Multiplikation mit einer Diagonalmatrix
bleiben die Variablen unkorreliert!
Whitening wird z.Bsp. bendtigt, um groBtmogliche

Robustheit beim Wegfall einer Komponente zu
bekommen (z.Bsp. In der Ubertragungstechnik).

minimale Entropie

|l o?(n) =var(y,)
\\ o0

Kmaximale Entropie

—

»
»

n
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Weltere Eigenschaften der KLT

Die Optimalitat der KLT beztglich des minimalen Fehlerquadrats fihrt zu einer
bestmdglichen Informationsverdichtung eines Ensembles und erlaubt uns eine Selektion
der M dominanten Merkmalen von N Beobachtungswerten. Antwort auf die Frage: wie
lassen sich alle Daten bestmdglich reprasentieren?

Dies flhrt jedoch nicht immer zwingend auf eine bestmogliche Klassenseparation, wenn
mehrere Klassen zu unterscheiden sind. Eine diesbezligliche Optimierung fihrt zur
sogenannten Diskriminanzanalyse. Antwort auf die Frage: wie lassen sich die Daten
bestmdglich diskriminieren?

e

2

A

A

In diesem Beispiel tberlappen
die Merkmale des ersten
Eigenvektors, wahrend das
Merkmal des zweiten
Eigenvektors die Klassen
trennt!

e

v

Annahme: Varianz entlang e,
grosser als Varianz entlang
e,.

Kovarianzmatrix wird vom
gesamten Ensemble
gerechnet, da es ja nur eine
Art der Merkmalsauswahl
geben kann!
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