Diophantische Gleichung und der erweiterte Euklidsche
Algorithmus

1 Diophantische Gleichungen

Eine Gleichung

fla,b,e,...) =0 (1)
fiir die nur ganze Zahlen als Losungen gesucht werden, heifit diophantische Gleichung. So hat z.B. die quadratische Gleichung
T h a? +b* = ) (2)
unendlich viele ganzzahlige Losungen a, b, ¢ , so z.B.
a b ¢
512 1 ®
RTTTITTY

Fiir die allgemeine nichtlineare Gleichung
(4)
existiert bis in jiingster Zeit lediglich die Fermat’sche—Vermutung®, welche besagt, daf3 fiir n > 2 keine ganzzahligen Losungen
existieren. Erstwm_MQ ist es dem Mathematiker Andrew Wiles gelungen, dafiir einen Beweis anzugeben.

Wir wollen uns hier mit dem einfacheren Fall der linearen Diophantischen Gleichung beschiftigen. Gesucht sind ganzzahlige
Losungen a, b fiir die Gleichung —

_—

am—+bn=c a,bm,n,ce Z | . (5)

TPierre de Fermat, 1601-1663; er schrieb 1637 in einer Versffentlichung, daf er einen elegenten Beweis gefunden hitte, doch der Rand sei zu schmal
um ihn hier niederzuschreiben =

—_
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Beweis von Andrew Wiles: 1994 (Buch von Simon Singh: Fermats last theorem)




Es kann gezeigt werden, dafl diese Gleichung dann und nur dann Losungen besitzt, wenn
ggT(m,n)lc (6)

d.h. (m,n) muf Teiler von ¢ sein. Teilt man Gl. 5 durch (m, n), so erhilt man

am' +bn' = . (7)
Diese Gleichung ist losbar, falls
ggT(m/,n') = 1|c % (8)
Zunichst betrachten wir die vereinfachte Gleichung
- aym’ +bn' =1 mit (m',n)=1 . (9)

Mit Hilfe des erweiterten Euklid’schen Algorithmus lassen sich dafiir Losungen aq,b; finden. Damit erhilt man aber auch
Losungen fiir dic Gln. 7 und 5:

a = .a
b= b | (10)

Aus dieser Basislosung lassen sich nun aber beliebig viele Losungen ableiten ([8]), nidmlich
——\

a = a+t+t-n teZ
¥V = b—t-m' | (11)

was einfach wie [olgt zu bestitigen ist:

-—
(a+tn"ym' + (b—tm"yn' = am' +bn' + ¢

H. BURKHARDT, MUSTERERKENNUNG 1 DIOPHANTISCHE GLEICHUNGEN 3



Beispiel 1.1: Zu losen sei die lineare Diophantische Gleichung

a-15 +b- 10 =25 . (13)
>N
Wegen (15, 10) = 5|25 existiert eine Lésung. Durch Division mit (15,10) = 5 erhalten wir
a-3+b-2=5 (14)
und die vereinfachte Gleichung
Mit dem FEuklid’schen Algorithmus, oder wie hier unmittelbar zu sehen ist, erhalten wir die Losung ay = 1, by = —1 und daraus
e~— ——
o a = ¢ a;=05H ”
b = -by=-5 . (16)
Nach GI. 11 ergeben sich weitere Lisungen zu
o = a+tm =5+1-2 / (17)
b = b—tm'=-5—-1-3 (18)
und damit auszugsweise &(7

t|-4 -3 -2 -1 0

a |-3 =1 1| 3 5
i 7 4 11—-2 —5H
—~—
ai',bl e IN

Haufig ist es notwendig natiirliche Losungen o',V € IN zu finden. Aus obiger Tabelle konnen wir die Existenz einer natiirlichen

Losung erkennen. Man kann zeigen (/8]), dafl mindestens eine natiirliche Lésung zu finden ist, wenn
-—_— -

(m,n)|lc und (m,n)c>a-b . (19)

\_\/
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2  Uber die Zerlegung ganzer Zahlen
.

~

Die folgende Zerlegung von Zahlen ist von grundlegender Bedeutung.

Definition 2.1: Zerlegung ganzer Zahlen ([5]) (a,m,q.r € Z, m # 0) Eine ganze Zahl a kann eindeutig dargestellt

werden als ganzzahliges Vielfaches (q € Z ) einer zweiten Zahl m und einem Rest r: -~

—_—

a=m-qg+r | , (20)
I/I\\ /T\
mit:
0<r<m fiir-m >0 (21)
O0>r>m fiir m<0
Die beiden Unbekannte - ritteln wir durch eine Ganzzahldivision sowie eine sogenannte Reduktion modulo m:
/_\/~ ﬁ
g = |la/m|]=adivm Quotient (ganzz. Anteil)
r = amodm Rest (a modulo m)

a—m-|a/m]|
= a—mfa divm)

und somit: 97
a=m-|a/m|+ (amodm) . (23)

Mit der Operation div wird die Ganzzahldivision bezeichnet; sie stehi typischerweise bei Rechnern als Maschinenbefehl zur
Verfiigung.
Fiir den Sonderfall m = 0 fiihrt die Zerlegung auf

—

a=0-g+7r

(W]
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was erfiillt wird fiir:
qe Z Dbeliebig, und r=a . (24)

Dies fiihrt auf die Definition
' amod0=a . (25)

Beispiele fiir die Reduktion modulo m:

Tmodbh=2; 15modbH=0; amodl =0
—2mod3 =1, bmod-3=-1; —8mod-3=-2

Fiir die Ermittlung des Restes durch Anwendung der Reduktion modulo a auf arithmetische Ausdriicke gelten die folgenden
Regeln. Dafiir soll abgekiirzt die Schreibweise

-— < a >p= amodm (26)
eingefiithrt werden. Damit gilt:
R —

<a+b>, = <<a>,+<b>>n (27)
<a—b>, = <<a>, —<b>,>n. (28)
<a-b>, = <<a>, - <b>>n (29)

— —

Beweis Gl. (27): Fiir a = k-m+ ap, und b = [ - m + by mit Vk, [ € Z folgt:
———— —

<a+b>p=<(k+Um+ay+by >pn=<ag+by >p=<<a>,+<b>,>, ik

/’\ /

Beweis von Gl. (29): Fiir a = k-m+ ag, und b = [ - m + by mit Vk, [ € Z folgt:

<a-b>, = < (km+ag)- (Im+by) >n=< kim?® + kbym + lagm + aghy >m
< (klm =+ kby + lagym + aghy > =<< a >, - < b>,>, bk
- = —
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3 Der Euklid’sche Algorithmus

Eingabewerte: zwel positive ganze Zahlen m, n
Ausgabewert: Der grifite gemeinsame Teiler der beiden Zahlen, ggT'(m, n)

Der Algorithmus kann durch die folgende Anweisungsfolge definiert werden:

Al: Dividiere m ganzzahlig durch n und bezeichne den entstehenden Rest mit r .

A2: Falls r =0 = ggT'(m,n) = n und Ende des Algorithmus.

A3: Setze m «—n,n—r.

A4: Gehe zuriick nach Al .

Zahlenbeispiel:

T

Gegeben: m = 119, n = 544, gesucht: ggT(m,n) =7

Al:

( A2:
A3:
Al:
A2:
A3:
Al:
A2:
A3:
Al:
A2:
A3:

v Al:
A2:

m/n = 119/544 = r «— 119

r#£ 0

m +— 544, n — 119

m/n = 544/119 = 4+ 68/119 = r — 6%
r#0

m +— 119, n «— 68

m/n = 119/68 = r « 51

r# 0

m « 68, n « bl

m/n = 68/51 = r « 17

r# 0

m o+ ol, n«— 17
m/n=>51/17T=r « 0
ggT(m,n) =n=17= STOP @

Abb. 1 verdeutlicht graphisch in Form eines Ablaufdiagramms die Anweisungskette.
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o
Start

Al: Bestimme den Rest »

nein

A3: me—n

n<—r

Abbildung 1: Ablaufdiagramm des Fuklid’schen Algorithmus
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Euklid’scher Algorithmus Der grofite gemeinsame Teiler soll mit runden Klammern wie folgt abgekiirzt werden:
(a,b) = ggT(a,b) . (30)
Sind zwei Zahlen teilerfremd oder relativ prim, so gilt
(a,b)=1 (31)

andernfalls 146t sich ein gemeinsamer Faktor kiirzen, so z.B. bei:

12 A4 4
T 32)
5 A5 b
Falls ein gemeinsamer negativer Faktor existiert, dann auch der entsprechende positive Wert, und deshalb erhalten wir
(a,b) > 1 a,be Z (aufer fira=b=0) . (33)
Somit gilt offensichtlich auch
(a,a) = (a,0) =|a| . (34)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wollen wir nichtnegative ganze Zahlen betrachten a,b € Z- mit a > b und wir erhalten
aufbauend auf Gl. 20 die folgende Zerlegung: —m™@8/ —0_——

’ a="hb-qg+r mitO<r<b . (35)

Die Grundlage des Euklid’schen Algorithmus besteht in der Reduktion des gréfiten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen auf zwei
kleinere Zahlen durch Differenzbildung oder Ermittlung des Restes gemal: —

L. (a,b) = (a—1b,b) (36)

2. (a,b) = (a—b-q.b)=(rb) (37)
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Aufbanend auf Gl. (37) kann nun gezeigt werden, dafi sich der Zahlenbereich bei jedem Reduktionsschritt halbiert. Fiir a > b

l 0<r<a/2 . ‘Y

Daraus folgt cine duflerst giinstige Komplexitit des Euklid’schen Algorithmus von nur

ﬁ t(n) =O0(ldn) mit n=max(a,b) | ,

welche auch bei sehr grofien Zahlen nur wenig Iterationen und damit giinstige Rechenzeiten garantiert.

gilt ndmlich: —

Beweis von Gl. (38): Mit a > b, folgt unter Beachtung der folgenden Fallunterscheidung die Behauptung:

- -
fir b>a/2 und qg=1 folgt r=a—0b<a/2
fiir b<a/2 und wegen 0<r<?b folgt r<a/2 |
fir  b=a/2 folgt r =0 &b

R

(38)

(39)

Das folgende Zahlenbeispiel soll den Sachverhalt verdeutlichen. Mit a = 217, liefert die Division a/b durch alle Zahlen

() < b < a einen Rest r = a mod b, welcher kleiner ist als a/2:

bl216 215 ... 109 108 107 ... T3 T2 71 ... /
12 o108 1 3 0T 1 4L

Wegen ihrer Bedeutung soll die Gl. (36) und damit bei wiederholter Anwendung auch Gl (37) bewiesen werden.

Beweis von Gl. (36): Durch Abspaltung des grofiten gemeinsamen Faktors der beiden Zahlen a,b € Z-. mit a > b erhilt man:

&_? a = g.a’

— b = gl

g =ggT(a.b) = (a,b)
\/-\_/s
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und es gilt somit

(', b)) =1
Wegen a > b gilt auBlerdem }
\ a>v .

1. Notwendige Bedingung: Falls g Teiler von a und b ist, dann ist g auch Teiler von (¢ — b) und b:
a—b=g-d—qg-V=gld V)

2. Hinreichende Bedingung: Es gibt keinen grofferen gemeinsamen Teiler,
Wenn ¢’ und ¢ keinen groferen gemeinsamen Fakfor haben als 1, danun haben auch ¢ und o’ — ¥ keinen groflieren
gemeinsamen Faktor als 1, d.h. es gibt keinen grofleren gemeinsamen Teiler von (a — b, a), als von (a, b).
Die kanonische Primfaktorzerlegung von a und b, mit a,b < IN und a,b > 1, ist eindeutig ([8]):

— —y

g = ago 3 aﬁ'l ..... ui’r (40)
b = bgo S b(1“ ..... bgs '

wobei die a;, b; Primzahlen sind und p;, ¢; > 1, fiir alle 7.

Wegen (a/, ') = 1, folgt {a/} N {b;} =0 (die Schnittmenge ist die leere Menge).

Aus

(({ai} n{b:}) N{b:}) = {ai} N {bi} =0

%,—/

gem.  Fakto- -— —

ren von a’, b
folgt ~—

(d =V, t)y=1 |,

d.h. es gibt keinen zusétzlichen gemeinsamen Faktor von & und o’ — ¥. Man kann nur einen gemeinsamen Faktor von
(@' —¥') vor dic Klammer zichen, wenn cr sowoltim @ als auch in 0 enthalten ist, d.h. wenn {a} N {b} # 0. ks
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4 Der erweiterte Euklid’sche Algorithmus
Ausgangspunkt fiir die sich anschlieffenden Uberlegungen sei das folgende

Problem: Gegeben seien zwei positive ganze Zahlen m,n. Berechne den grofiten gemeinsamen Teiler d = ggT(m,n)
und zwei ganze Zahlen a, b, welche die folgende Gleichung erfiillen (wobei wir voraussetzen, daf3 die Zerlegung

gilt):

Dieses Problem 13t sich mit Hilfe des erweiterten Euklid’schen Algorithmus losen, welcher durch die folgende Anweisungsfolge
definiert wird:

Al: Initialisieren

Setze o/ +—b+— 1, a—b «—0, ce—m, d—mn .
A2: Dividieren

Zerlege ¢ gemif ¢ = gd + r (wobei 0 < r < d) und bestimme ¢ und r mit Hilfe von ¢ = ¢ div d und r = ¢ mod d .
A3: Rest abfragen

Falls r =0 = d = am + bn und Ende des Algorithimus.

Ad: Wiederholen
Setze c+—d, d—r, t—a', d «—a, a—1t—qga, t <V, 0V —b b—1t—qb.

Gehe zuriick nach A2 .

Abb. 2 verdeutlicht graphisch in Form eines Ablaufdiagramms die Anweisungskette.
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Al: a<—0,d 1, c—=m
he— 1,8 «—0,d—n

A2: g+ cdivd
r+«— c¢mod d

nein

Ad c+—d, d—r
t—d,d —a a—t—qa

te—b. 0 —b b—t—qgb
|

Abbildung 2: Ablaufdiagramm des erweiterten Euklid’schen Algorithmus
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Beispiel 4.1: Gegeben: m = 963, n = 657, gesucht: d = gg'T'(m,n) und ganze Zahlen a,b, welche d = am. + bn, erfiillen.
Der Algorithmus liefert die folgenden Ergebnisse: — L\j

a a v b ¢ d g 7

1 0 0 1 963 657 1 306
0 il 1 —1 657 306 2 45
1 =2 -1 3 306 45 6 36
2 13 3 =19 45 36 1 9
3 -15 —19 22 36 9 4 @ STOP
und somit 9 = geT(963, 657) sowie (—15) - 963 + 22 - 657 = 8845 — 8816 = 9.
Geméf Gl. (37) gilt die Reduktion

ggT(m,n) = (m,n) = (m—q-n.n) m>n
N———

r

Damit 148t sich wie beim einfachen Euklid’schen Algorithmus die Vorgehensweise nachvollziehen und wir erhalten

PN o A e ,
(963,657) = (963 —1-657,657) = (306,657) = (306,657 — 2 - 306) = (306, 45)
N——"" T3=r1—q3' T3 r T3 T4=T2—q4'T3

(306 — 645, 45) = (36,45) = (36,45 — 1- 36) = (36,9)

T5=T3—q5:T4 T4
e W
= (36—4-9.79) =(0,9) ,

also demnach d = ry = 9, da r5 = 0. Durch riickwértige Auflosung dieser Gleichungen erhilt man

d=19 = 45— 36
45 — (306 — 45 - 6)
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= —306+7-45
= =306 + 7(657 — 306 - 2)

— 7657 — 15306

= 7.657 — 15(963 — 657)

— —15-963 422657 (44)

—
woraus sich nun unmittelbar die ganzzahlicen Unbekannten a, b zur Losung der linearen Gleichung ablesen lassen

d=a-m-+b-n=(=15)-m+22.-n | . (45)

Man kann nun allerdings feststellen, dal} dies nicht die einzige Lisung ist, sondern dafl man daraus unendlich viele Lésungen
a'. b’ ableiten kann:

a = —15+657 -k Vke Z (46)
Vo= 22-963-k . A (47)
So erhilt man z.B. fir £ = 1 die Losung
—
a = =15+ 657 = 642
W= 22-963=-941
und damit
/( 9 = 0642963 — 941 - 657 .

Wir werden auf diese allgemeine Losung spéter noch zuriickkommen.
Wir wollen nun die exemplarische Vorgehensweise des erweiterten Euklid’schen Algorithimus im obigem Zahlenbeispiel verall-
gemeinern. Die fortgesetzte Zerlegung 1afit sich mit den im Zahlenbeispiel bereits verwendeten Variablen wie folgt aufschreiben,
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wobei wiederum angenommen wird, dafl r5 = 0 den Algorithmus beendet

T
n
1
(¥) 72

s

= n-q+nr

m

= ?"_1

“G2 T
Ty
3
30

s + 7y
(4 + 1y

5

O0<r<n

0<ry<m

0<rs <ry (48)
0<ry<ry

und damit: d = (m,n) = ry

Die letzten beiden Zeilen lassen sich allgemein bei Abbruch wegen v;., = 0 wie folgt formulieren:

—

Y

?"j_g
Tj—1

-1 q; + Ty
=Ty -qj+1—|—0

0 < rp < Tj-1

Versucht man man Gl. 48 wiederum riickwiirts aufzulosen, wobei man bei der vorletzten Zeile (x) beginnt, so erhélt man:

[\ rg =d =

o — T3ds
o — 94(7"1 - ?"293)
ro(1+ q3q4) — qum1

(n—rig)(1+ g3q4) — qur1

(14 qaqs) — 71(qs + G2 + q2q304)
n(1+ qsqa) — (m —nq)(qs + @2 + @20344)
n(1+ @ + Qs + Gas + 0eaaqs) — m(e + @t ) . (50)

Aus dieser uniibersichtlichen Formulierung 186t sich nicht ohne weiteres ein allgemeingiiltiger, geschlossener Ausdruck ableiten.
Wesentlich einfacher ist es, eine rekursive Auflosung zu finden. Dazu wird angenommen, dafl ein Abbruch des Algorithmus bei
r; = 0 eine dazugehorige Losung a; 1, b; 1 besitzt. Man fithrt nun rekursiv eine Lisung mit Abbruch bei r; = 0 auf die Lisung

H. BURKHARDT, MUSTERERKENNUNG
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fiir einen Abbruch bei r;_; = 0 zuriick. Man erhalt:

Fiirry =0
Fiir ro =0
Firra=0:
Fiir ry =0

oder allgemein

m=ng; =>d= 0 m 1 n=n
11 S~ + ~——

ag bo
d=r = Hl/-m +(—q)n
ay by

d=ry=n—71g2 = n — g2(aym + nby)

= (ag — qaay) -m + (by — q2by) n

N ) N s

az bo
d = e Eal - q;;a.g)J-m + \(bl — (_]’352) n

ay b3

mit:

A = Uj—3 — (i(j—y

CLOZO, a =1

by = bi_y — qibi_, 1=2,3,...

bo =1, by = —q

Es gilt aufierdem

sowie (a;, b;) = 1.

biaHl - G,;bprl - (—1)i flir 4 > 0

Diese Formeln lassen sich mit Hilfe der vollstindigen Induktion beweisen.

H. BURKHARDT, MUSTERERKENNUNG
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In Anlehnung an Zahlenbeispiel 4.1 sei die rekursive Losung noch einmal aufgeschrieben. Aus r; = 0 ergibt sich die Losung
a = ay, b= by. Mit den folgenden Zerlegungsquotienten ¢, = 1, ¢z = 2, g3 = 6, ¢4 = 1 ergibt sich:

\ i=2: as =ap — gz 1 bo=bo—q b
=0 —qy = 2 =1-2-(-1)=3
i=3: as = a; — @3 * Gy by="b; —qs-by (54)
—1-6-(-2) =13 —1-6-3— 19
i=4: a=ai=ay—q - a3 b=0b1=by—qi-bs
—2-1.13=_15 —31-(19)=22

An dieser Stelle soll der Zusammenhang einer fortgesetzten Zerlegung mit einem Kettenbruch erwiithnt werden. Die Menge
der Quotienten {g;} definiert eindeutig den Bruch m/n. Es gilt ndmlich

i e 1
— = @1+—=q+ =q+
n n n/r
no g T/
— = @+ " (55)
7
(D) o
und schlie3lich
T 1
— = + 1
n
2 + 1
g3 +
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1

Gj-1 +$
(@ + 1/ (g + 1/ (ga+1/(... [{gj1+1/g5)...)))
= {1, g2, - Qi1 G) (56)

——

7

wobei mit den spitzen Klammern eine symbolische Schreibweise fiir den Kettenbruch gewahlt wurde. Jede rationale Zahl besitzt
einen endlichen Kettenbruch. Der Euklid’sche Algorithmus bricht demnach auch nach endlich vielen Schritten ab. Jede rationale
Zahl kann genau auf zwel Arten als Kettenbruch dargestellt werden, namlich
m
g: <q1:QQ1“-1Qj71=QJ):<QI:(12:"-aQJ711Qj'*151) . (57)
_ r R

Beispiel 4.2: Kettenbruch einer rationalen Zahl FEs gilt

51
— = (2,3,7)=(2,3,6,1
b = (237)=(2361)
1
24 = =2+ —
1
<3v7> 3+_
7
1 1 1
= 24+——-=24+—F=24+ — (58)
(3,6, 1) 34— 34— [
(6,1) 6+1

Bei irrationalen Zahlen hingegen, beckommen wir cinen unendlichen Kettenbruch ([8]), also 7.B.

V2=1{(1,2,2,..) . (59)

~
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