mit:
g = 1n%—2lnm+ufK?lur_
detK, Pw) T

J
—u Ki'p, +xoMx,
x, =M[K/'p, ~KJ'n, ]
M=[K;' -K;'T"'=K[K,-K,]'K,
=K [K,-K 'K,
Die die quadratische Form charakterisierende Matrix M-! ist nun

nicht mehr zwingend pos. Definit => die Grenzflachen zwischen
den Gebieten sind allgemeine Kegelschnitte (bei N=2: Ellipsen,

Parabeln, Hyperbeln, Linien)

Die Unterscheidungsfunktionen D’,(x) sind in Bezug auf den
Merkmalsvektor quadratische Funktionen oder Polynome
zweiten Grades (quadratischer oder Polynomklassifikator)
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Klassenweise normalverteilte Merkmale
1
1
1
\‘ 1
\ 3
1 P -
2 s
’I
/'
'l
l"
,'
4
2
g
2
4 3
’ B u H 3
24 1
1 % 1
i
T 53 0 5 & 17 5 & @ ' z 5 % 1s
—-1
(aus J. Schiirmann: ,,Polynomklassifikatoren fiir die Zeichenerkennung®, Oldenbourg Verlag)
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Klassenweise normalverteilte Merkmale
mit 1dentischen Kovarianzmatrizen K

10 &
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Klassenweise normalverteilte Merkmale
mit 1dentischen Kovarianzmatrizen K
Entscheidungsfunktion:
D{(x)=In P(@,) = In(detK) = [(x ~k, ) K™ (x~k, )
D!'=-2D] —In(detK)
= D/=-2InP(0,)+(x-p, ) K'(x—p,)
Fiir gleiche Auftretenswahrscheinlichkeiten P(e,)=1/K folgt:
D=D/-2InK

Mahalanobis-Abstands-
Klassifiaktor

= |D"=d;, =(x-pn, )V K'(x-pn,)

Dies ist eine allgemeine gewichtete quadratische Metrik.
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Formulierung als linearer Klassifikator

Die Entscheidungsfunktion enthélt noch einen quadratischen Term. Dieser ist
jedoch fiir jede Klasse identisch und kann somit eliminiert werden. Damit
kommt man zu einer linearen Formulierung des Klassifikators.

Alternativ ergibt sich:

D/'=D + %[ln(detK) +x'K'x]

= D/=InP(w,) - %uka”uxk +pl K'x

Xk

Dieser Ausdruck ist linear in x !

Hyperebene als

”, T
= |Di(x) = a,, +a,x Trennfliche !

mit:

Xk

ay, =InP(w,) - %UQK_IIJ
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Klassenweise normalverteilte Merkmale mit der

Einheitsmatrix als Kovarianzmatrix K=c21
(sphérisch invariante Verhéltnisse, Hyperkugeln)

Entscheidungsfunktion:

D/(x)=InP(w,)-NIno - 21

2
o
Fiir konstante A-priori-W. folgt:

2 Euklidsche Metrik
Minimum-Abstands-Klassifikator

(x—p, ) (x-p,)

’”
=D, = Hx -,

Auch hier formuliert als linearer Klassifikator:
m 1 2 »”
Dy =5(HXH -Dy)
S
mit:

2 1
—2<x,p, >=——u,

w1
Dr=1 (e - (i - :

2
u, +<p, x>
—

A
Aok
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Kurven konstanter a) Euklidscher- und b) Mahalanobis-
Distanz d,, zum Erwartungswert der jeweiligen Klasse

X

a)
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Transformation der Mahalanobis-Metrik auf
sphirisch invariante Verhéltnisse

Die Kovarianzmatrix kann mit einer KL T diagonalisiert werden:
A =diag(4,4,,...,4,)=A"KA
bzw:
K = AAA’

Die unitire Matrix erfiillt: A" = A™'

Die Eigenwerte sowie die Eigenvektoren von K definieren die
Diagonalmatrix und die Eigenvektoren die Tansformationsmatrix:

A=|e,e),....e} ]

Kurven konstanter Mahalanobisdistanz ergeben sich zu:

(x—) AATAT (x—p) = ¢
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Transformation auf sphirisch invariante
Verhiéltnisse

Einfiihrung einer Koordinatentransformation: x'= A" x

Damit werden die urspriinglichen Koordinaten auf die Eigenvektoren projeziert
und man kommt man zu den folgenden Kurven konstanter Mahalanobis-Distanz:

(xl,_:ui’l)z I
A Ay

Dies ist ein Hyperellipsoid in dem neuen Koordinatensystem.

2
(x;v —‘U;N) =C2

Mit x] =x, /A, und u; = 1, / A, erhdlt man
sphérisch invariante Verhiltnisse:

(=) o+ (0~ =¢* (Kugeln)
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Beispiel: Zweiklassenproblem der Dimension 2
Die Kovarianzmatrix und die Erwartungswerte seien gegeben mit:
1.1 03
K=
o3 1)
p,=[0 0] und p,=[3 3]

Klassifiziere die Beobachtung x =[1.0 2.2] nach Bayes.

Die geschieht durch Berechnung der Mahalanobisdistanz zu den
beiden Erwartungswerten:

d2 (%) = (x—p) K (x—p,) =[1.0 2.2][ 095 _0’15][1'0]=2.952
—0.15 0.55 || 2.2
enstprechend:
A2 (1, %) = (x—p,) K (x—p,) = [-2.0 —o.s][ 095 _0'15}[_2'0}:3.672
-0.15 0.55 ||-08

D.h. die Beobachtung wird der Klasse 1 zugeordnet. Man beachte, dass die
Beobachtung bzgl. der Euklidschen Distanz ndher an Klasse 2 liegt!!
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Das Voronoi-Diagramm im zweidimensionalen
Raum fiir die Euklidsche Distanz

o
o

Zerlegung der Ebene in Regionen

R, fur eine Menge von Punkten.

Jede Region enthilt genau die o

Punkte, welche ndher sind zu den

jeweiligen Punkten als irgend ein

anderer Punkt:

R ={x:d(x,x,)<d(x,x;) fur i#j}
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Wahrscheinlichkeit einer Fehlklassifikation bei
einem Zwei-Klassen-Problem
d
:l 1 —(x—p)* 1207 :l
p(x) 2[\/50_3 ) Zg(x)
to
dr2 X
#Xl luxz

Die W. dass @, gesendet wurde und bei gemessenen Werten x zugunsten von @,

entschieden wird, entspricht der W. dass x oberhalb von von d/2 liegt (schraffierte

Flache). Ebenso fiir @, = @, . D.h. die W. einen Fehler bei der Klassifikation zu

machen ergibt sich aus der doppelten Fliche:

1=
P(E)=2— j 2(u)du
2 x=d/2
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Mit der kumulativen Verteilungsfunktion F(x,)=P(x<x,) gilt:

_ T _1 X[,
F(x)—:[ g(u)du—2(1+erf( Too ))

und mit der Gauf3'schen Fehlerfunktion

2 F p
erf(x)=—=|e" dt
N
bzw. komplementéren Fehlerfunktion

erfe(x) = % j e’ dt =1-erf(x)
71- Ry

erhiilt man die Fehler-W. zu:

P(E)= j g)du=1-F(x=d/2)

x=d/2
1 X—p 1 X— M,
=—(1-erf x =—erfc X
2 \/Eo' =d/2 2 20 )x=dr
=0 =0
Die W. fiir eine Fehlklassifikation sinkt mit
P(E) = 1 erfe d/2 wachsendem Klassenabstand und steigt mit
2 NG wachsender Streuung der Merkmale
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Die Gesamtfehlerwahrscheinlichkeit im N-dimensionalen
Merkmalsraum berechnet sich zu (Forney):

d/2

V20

P(E) = const- %erfc

(ohne Beweis)
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