Nichtlineare Probleme

* manche Probleme haben nichtlineare Klassengrenzen

* Hyperebenen erreichen keine zufriedenstellende Genauigkeit
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Erweiterung des Hypothesenraumes

Idee: Finde Hyperebene im hoherdimensionalen Merkmalsraum

dim X=N

’ Originalraum X:= RV
B X, -z,
] Merkmalsraum H \
dim H = M>>N

Die trennende Hyperebene im Merkmalsraum ist eine nichtlineare
Trennfldche im Originalraum (sieche XOR-Problem mit
Polynomklassifikator)
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Nichtlineare Probleme

Eindimensionaler Originalraum: x,

Zweidimensionaler Merkmalsraum:

Wy T _ _ 27
(x)=z =|z,=x,2z,=x

linear nicht lineare
separierbar Separation
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* Originalraum:
x=(x,,x,) (zweidimensional)
* Merkmalsraum:
T
Y(x)=z" = [Z‘ =x},2,=X},2, = x/le,z4 = \/Exz,z5 :\/Exlxz,z6 :1]
X0 2= \/Exz
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e x,>x  nichtlineare ® z,>+/2z lineare
e x,<x’ Separation 2, <2z Separation
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Nichtlineare Erweiterung

Nichtlineare Abbildung vorschalten ¥(x): R" —H
* Beispiel XOR-Problem:

2
X

xl
Y =| x,x,

2
\xz

o

s ¥(x,)
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Konsequenzen

— Effekt:
Steigerung der Separabilitét
Trennflache im Ursprungsraum nichtlinear
— Fragen:
1. Optimalitdt der Hyperebene?
2. Hoher Rechenaufwand in hochdimensionalen Rdumen?

— Zu 1: Optimalitit bleibt erhalten, erneut positiv semidefinite
Form, da in der zu optimierenden Funktion die gleichen
Skalarprodukte auftauchen, nur in einem neuen Raum H

— Zu 2: der hohe Aufwand in den hochdimensionalen
Merkmalsraum H wir durch den Trick mit Kernfunktionen
reduziert. Das Innenprodukt in H hat einen dquivalente
Formulierung mit Kernfunktionen im Originalraum X’
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Der Trick mit Kernfunktionen

Problem: Sehr hohe Dimension des Merkmalraumes! Polynome p-ten Grades
tiber der Dimension N des Originalraums fithren zu O(M=N P)
Dimensionen im Merkmalsraum!

Losung: Im dualen OP tauchen nur Skalarprodukte <x;,x;> auf. Im
korrespondierenden Problem im Merkmalsraum tauchen dann ebenfalls
nur Skalarprodukte in <'¥(x;), ‘¥(x;) > auf. Diese miissen nicht explizit
ausgerechnet werden, sondern kénnen mit reduzierter Komplexitit mit
Kernfunktionen im Originalraum X' ausgedriickt werden:

K(x,,x,)=(¥(x),¥(x,)
Beispiel:
T
Fir W(x)=2z" = |:zl =x2,z,=x2,2, =2x,2z, =\2x,,2, =\[2x,x,, 2, = 1]

berechnet K(x,,x;)=((x,,x,)+1)’ =(¥(x,), ¥(x,))
das Skalarprodukt im Merkmalsraum.
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Haufig verwendete Kernfunktionen

Polynom-Kerne K(x,,x,)=((x,,X,)+1)’
Gauss-Kerne K(x,,x,)=exp (—Hxi -X, H2 /(20'2))

Sigmoid-Kerne  K(x,,x,) = tanh(x(x,,X ) +0)

Die resultierenden Klassifikatoren sind vergleichbar mit Polynom-
klassifikatoren, radialen Basisfunkten und mit Neuronalen Netzen (sie
werden allerdings anders motiviert).

Allgemeine Anforderung: Mercer’s Bedingung. Sie garantiert, dass eine
bestimmte Kernfunktion tatséchlich auch ein Skalarprodukt in

irgendeinem Raum ist, aber sie erklart nicht wie das dazugehorige
Abbildung ® aussieht und wie der Raum H beschaffen ist.

Ausserdem: Linearkombinationen von giiltigen Kernen liefern neue
Kerne (die Summe 2er pos. def. Fkten ist wieder pos. def.)
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Das Theorem von Mercer
Es existiert eine Abbildung @ und eine Entwicklung .
K(x,,x,)=(¥(x),¥(x,)
genau dann, wenn fiir ein beliebiges g(x) mit
j 2(x)’dx < oo

gilt (K ist eine symmetrische, positiv semidefinite Funktion in x):

JK(x,.x,)g(x)g(x ) )dx,dx, 20

Es gibt allerdings auch Fille, wo Kernfunktionen die Mercer-Bedingung
nicht erfiillen, aber flir einen bestimmten Trainingsdatensatz zu einer
positiv semidefiniten Hesse-Matrix fithren und damit zu einem
globalen Optimum konvergieren.

H. Burkhardt, Institut fiir Informatik, Universitéit Freiburg ME-II, Kap. 10 | 44
Endformulierung
— Trainieren:
maximiere: L(&)= Z; o, —%ZZH VY060 K(X,,X )
mit: Zle yo,=0 und 0<¢, <C
— Klassifizieren (o0 fiir alle SV):
f(x)=sgn (Zleogyl.K(x[,xj)+b): sgn[ 2 al.yl.K(xl.,xJ.)+b}
x,eSV
e max, _, Z;zl y,o K(x,x,)+ minyi=1 ijlyjajK(xi, X,)
2
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Lineare Separierung eines quadratischen Problems; weicher Rand

7 Support Yector Classification =] B3
Lew 7] I Separable Bound [ 10
-
- L ]
Load |
Save |
Clazs & |
Clazz B |
Clear Data |
Classify |
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Polynomiale Separierung eines quadratischen Problems; harter Rand
<} Support Yector Classification ==
[Pobnomial =] Deme= [ W Separabie
Load |
Save |
Class & |
Class B |
Clear Data |
Classify |
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Polynomiale Separierung eines quadratischen Problems; harter Rand
7 Support Yector Classification =] B3
Deagree IT [¥ Separable

Load

Save

Class &

Class B

Clear Data

Classify

Bk e
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Nichtlinear separierbare Klassen; harter Rand
<} Support Yector Classification =

IPUIynomiaI j Degree I 3 v Separable

[

Load

Save

Clazs &

Clazz B

Clear Data

Clazsify

L e

Mo, of Support Vectors: 10 [27.8
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Nichtlinear separierbare Klassen; harter Rand
<} Suppont Yector Classification

j Sigma

¥ Separable

=

I G augsian RBF

o]
x|

Load

Save

Class &

Clasz B

Clear Data

Clagsify

L e
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Beispiel: ,,Inseln®, Polynom mit p =2
J Support Vector Classification |T| |z|
Degres IT v Separable
Load |
Save |
Class A |
Class B |
Clear Data |
Classify |
- Ho. of Support Vectors: 68 (B8.8%]
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Beispiel: ,,Inseln®, Polynom mit p = 3

) Support Vector Classification

Palynormial _vI Degres I 3 ¥ Separable

MNo. of Support Vectors: B0 (62.5%)

Load

Save

Class &

Class B

Clear Data

Ui

Classify
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Beispiel: ,,Inseln®, Polynom mit p = 4
J Support Vector Classification |T| lzl
Polynamial v| Demes [4 [¥ Separable
Load |
Save |
Class A |
Class B |
Clear Data |
Classify |
N_U.".D_f_S_u_ppu_rl.VBt:_tu’Es_._-‘l4 (14.6%)
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Beispiel: ,,Inseln®, RBFs mit 6=1

.} Suppeort Yector Classification B

Gaussian REF. Sigma 1 ¥ Separable

Load

Save

Class &

L

Class B

Clear Data

Classify

il
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J Support Yector Classification |-_| |£|

Sigma I o1 v Separable

Load

Save

Class &
Class B

Clear Data

Classify

L
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Anwendungsbeispiel: Zeichenerkennung

Beispiel: US Postal Service Digits [schs9s/96]
16x16 Grauwertbilder
7291 Training, 2007 Test-Samples
Ergebnisse:

Klassifikator Fehlerrate
Mensch 2.5%
2-Schicht NN 5.9%
5-Schicht NN 5.1%
SVM (Polynom Grad 3) |4.0%
SVM + Invarianz 3.2%

SVM-+Invarianz: Urspriingliche Datenmenge verfiinffachen durch Shift in alle
Hauptrichtungen
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SVM mit RBF, VC-Grenze im Vergleich zur

tatsdachlichen Testfehlerrate
(Nur ein Parameter: )

0.7

065 } \/ VC-Grenze (analytisch)
08} |

0.55

o5 | R,.(0)-100

0.45

VC Bound : Actual Risk * 100

04 |

0.95 L—t e o
0 100 200 300 400 500 600 700 BOO 900 1000
Sigma Squared
— Leider sehr grobe Abschitzungen, aber qualitativ aussagekréftig (Minimum an der
gleichen Stelle).
— Alternative: Suche nach ¢ durch Testfehlerminimierung durch Kreuzvalidierung.
Bildet man den Erwartungswert iiber alle leave-one-out Experimente, so erhélt

man eine Abschétzung des echten Risikos (Aufwand kann reduziert werden auf
SV, da nur diese einen Einfluss auf die gemessene Fehlerrate haben).
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SVM: Eigenschaften und
Berechnungskomplexitit

Stirken:

* Die SVM liefert nach den derzeitigen Erkenntnissen sehr gute Ergebnisse
und findet (unter gewissen Voraussetzungen) ein globales Minimum (Bei
NN erhilt man in der Regel nur suboptimale Losungen)

» Sparse-Darstellung der Losung tiber N, Support-Vektoren

» Leicht anwendbar (wenig Parameter (C,0), es wird kein a-priori-Wissen
benoétigt, kein Design); die genaue Wahl von (C,0) ist jedoch zugleich eine
der grofiten Schwichen im Entwurf

» Geometrisch anschauliche Funktionsweise

» Theoretische Aussagen iiber Ergebnis: globales Optimum,
Generalisierungsfihigkeit

*  SRM moglich, wenn auch schwer kontrollierbar

 auch Probleme in groBBen Merkmalsrdumen 16sbar (100.000 Trainings- und
Testmuster)

* Bei Semidefinitheit des Problems: das duale Problem hat dann viele
Losungen, aber alle liefern die gleiche Hyperebene!
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Schwichen:

— VC-Abschitzung nur sehr ungenau und praktisch wenig
verwertbar
— Multiklassenansatz noch Gegenstand der Forschung

* Ansatz: eine SVM pro Klasse, d.h. Aufwand und Speicherbedarf steigt
mit der Anzahl der Klassen

Reduktion eines Multiklassenproblems auf eine Reihe von bindren
Entscheidungsproblemen
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Schwichen:

— Keine quantitative Qualitdtsaussage der Klassifikation
— Langsames, speicherintensives Lernen:

Laufzeit: O(N.) (Inversion der Hesse-Matrix)
Speicher: O(N?)

— Ansatz zur Verbesserung: Zerlegen in Teilprobleme

— VC-Abschitzung nur sehr ungenau und praktisch wenig
verwertbar

— Langsames Klassifizieren mit O(MN,), wobei M=0O(dim(H))
(d.h. im Fall ohne Kernfunktionen M=N), aber bei geeignet
gewihlten Kernfunktionen gilt auch hier: M=N.
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