5. Schnelle Algorithmen zur Signal-
und Bildverarbeltung
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Aufwand einer allgemeinen Abbildung vom
Vektorraum RN— RN (linear oder nichtlinear)

X=T(x) mit: dim(x)=dim(X)=N

T

Fur die Abbildung T werden N2 zweistellige Verknlipfungen bendtigt, wenn
jeder Eingangswert in aller Allgemeinheit in die Berechnung eines jeden
Ausgangswertes eingehen soll.
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Dies wird z.B. in dem folgenden Berechnungsschema
deutlich:

)zj fj,|\|—1("' fj,3( fj,Z( fj,l(XO’ Xl)’ Xz)’ Xs)”"XN_1)

O(N?) dyadische Operationen

H. Burkhardt, Institut fir Informatik, Universitat Freiburg DBV-I




Z.B. Die lineare Vektorraumoperation:

XO WOO WOl W02 W03 XO
51( . WX 1 _ WlO Wll W12 W13 Xl
X2 V\/20 W21 W22 W23 X2
| X3 | _W30 W31 W32 W33 AL X3 |
fos (A X3)

Xo — (gWoo ' Ko T Wy X12+W02 'Xz) + Wos - X3

for (X0, %)

. 7

foo (2 X5 )=(*)+Wgy X,

Dabei wird eine Addition+Multiplikation als eine Operation gezahit.
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Eine Klasse schneller, Transformationen
durch rekursive Faktorisierung der Transformation

Lé&sst sich die Transformation hingegen faktorisieren, d.h. kann man die
Transformation der Dimension N auf zwei Transformationen der halben
Dimension und einem Verschmelzungsschritt mit linearem Aufwand
zurickfihren, so erhalt man:

~ f1 (X1|2 ’ X2|2 ) X§|12)
X=T(X)=| = ™ |=| =
i fz (X1|2 , X2|2)_ X(21|;

Dabei bedeutet f(x,y) die Anwendung der zweistelligen Verknupfung f auf
korrespondierende Elemente der beiden Vektoren x und y.

Nach mindestens (Id N) Schichten, geht jedes Eingangselement Xx; in die
Berechnung eines jeden Ausgangselementes )N(j ein!
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Rekursive Faktorisierung der Transformation T
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Butterfly- oder In-Place-Signalflu3graph der
schnellen Transformation
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Berechnungskomplexitat

Durch die Faktorisierung ergibt sich ein Aufwand fir N=2" von:

A-N+2-N/2+4-N/4+---N/2-2)=N-ld(N)=N-n Operationen

N N
Nlog, N log, N

D.h. ein Aufwandsgewinn von:

Fur N=210=1024 ergibt sich bereits ein Gewinn von 1024/10~100.
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Laufzeltgewinn

N N2 | NIdN |Gewinn: _N"___N
N-IdN [dN
100| 10.000 064 15
500 250.00| 4.483 55
0

1.000 10° 104 100

103103 =10° 10%2)  2.10° 50.000
H. Burkhardt, Institut fur Informatik, Universitat Freiburg DBV-I




Konsequenzen der Faktorisierung

1. Schneller Algorithmus mit (N- log, N) zweistelligen
Verknupfungen

2.  In-Place-Algorithmus

3. Modulare Nutzung

. Hardware: modularer Aufbau aus Bausteinen kleinerer
Dimension

. Software: modulare Nutzung kleinerer Teiltransformationen
2.Bsp. bei beschranktem Haupspeicher

4.  Rekursion sehr leistungsfahig flr Beweisfiihrun
(vollstandige Induktion)

(@)
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Die schnelle Walsh-Hadamard-Transformation

] - ey ] S - . HN/2 HN/2
Rekursive Definitionvon H: - X=Hx mit: H =
HN/2 _HN/2
% C H Hia Ha+ Hb H(a+ b) H 0|l a+b
:> = = = = =
d H -H|Db Ha - Hb H(a—Db) 0 H|a-Db
- R
a a+b H C Bei Fortsetzung der Rekursion
X < - % wird die H-Matrix auf Kosten
linearer Verschmelzungsschritte
b a-b| H d auf Diagonalform reduziert!
N J

t(N)=2-t(N/2)+N=t(N)=O(NIdN) Rekursion mit linearem
Verschmelzungsaufwand (Folie 27 mita=c = 2)
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Homogener oder de Bruijn-Signalfluf3graph der
schnellen Transformation T

; .
GO H o
X Js’&@’s‘&%’s’&ﬁ X,
. RS AREl o 3
4 /.‘§‘0'/‘Q’O'/‘§@ 4
X )‘t@)‘t@)‘t@ %
Xg "" (fo— X,
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Ubergang zum homogenen Graphen durch
Permutation der Knoten

Xo 0 0
X5 ) f2 X,
X3 A@ £ X3
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Ubergang zum homogenen Graphen durch
Permutation der Knoten

XO )zO
Xl 1
X2 )’ZZ
X3 )?3
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Ubergang vom De Bruijn-Graph zum
homogenen Graphen

(1,) f
f f)
XX
(1,) f

Knoten verschieben!

Verbindungen werden mitgenommen
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Die Umwandlung des Butterfly- in den homogenen
Graphen fur eine allgemeine Basis-B
Faktorisierung durch Permutation der Knoten

Die Verknupfung f. von Schicht j des Butterfly-Graphen
wandert an die Stelle r’, mit:

0 = g, (1) = 5, (1)

7 bezeichnet j zyklische Verschiebungen nach links von r,

dnrnncfnllf m Rnclc B-Zahlen system mit n=Ilnn_ N

IﬂU\JLUIIL 1Hil wWUJ el 11 \uli I ] Cwiill 11ripL 11 IUﬂB 1IN

Stellen
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Allgemeiner paralleler Signalprozessor (N=8)
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Die Transformation T in APL

LO0] Z«T X:;N

[1] @ T REKURSIV (mit Bit-Reversal)

[2] »>(1>N<«(,pZ<«X)+2)/0

[3] Z«,(T((N+X) F1 (N+X))),[1.5]1(T((N+X) F2 (N+vX)))

(0] Z«<T X;I;LN;NH

(1] @ T ITERATIV

[2] LN<1+28NH<(pZ<X)=+2

[3] I+«1

(4] M:Z«<,((NH+Z) F1 (NHYZ)),[1.5]1((NH+Z) F2 (NHYZ))
[5] »>(LN2I<I+1)/M
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Schnelle Fouriertransformation FFT

[0] Z<«FFTR X;N:W

[1] a FFT REKURSIVE DEFINITION

[2] @ MIT BIT-REVERSAL

[3] >(1>N<«(pZ<«X)+2)/0

[4] W<CEXPo(—1+1N)+N

[5]1 Z«,(FFTR(N+X)+(N+¥X)),[1.5]1(FFTR Wx(N+4X)-(N+vX))

[0] Z<«CEXP X
[1] Z<«—120X
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Schneller CT-in-place-Algorithmus

(in Matlab-Notation)

function X =ict( X)
% ICT Schneller ct-in-place-Algorithmus

% X =ICT(X) berechnet allgemeinen schnellen Basis-2-Algorithmus.
% Operatorwahl durch externe Funktionen f1(a,b) und f2(a,b)

n = length( X); % Dimension des Eingabevektors

In =log2(n);
np2 =n;
for i = 1:In, % fuer jede Schicht

np = np2;

np2 = np/2;

for m =1:np2, % fuer jeden Knoten eines Teilbaumes

for j1 = m:np:n, % fuer jeden Teilbaum
j2=j1+np2;

t=12(X(1), X(2) );
X(J1) = f1( X({1), X(2) );
X(j2) =t;
end
end
end

z.B. Walsh-Transf:

function
fl(a,b) = a+b;

function
f2(a,b) = a-b;
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Erste kanonische Zerlegungsstrategie:

separat auswerten und Verschmelzung am Schluss

X, fl(xp)

X, fz(xq)

f(XN) = Vl(fl(xp)’fZ (Xq))

> f(Xy)
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Zwelte kanonische Zerlegungsstrategie
Verschmelzung zu Beginn, dann separat auswerten

XN < > F(xy)

F(Xy) =T5(Vo (X5, X)), T, (V5 (X, X))

H. Burkhardt, Institut fir Informatik, Universitat Freiburg DBV-I
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Beispiel: Zwel Zerlegungsstrategien zum
Sortieren von N Zahlen

o Zul (Merge-Sort):
— Trenne die Daten in zwei Haften (ungeordnet trennen)
— Sortiere beide Hélften (entkoppelt bearbeiten)

— Verschmelze die sortierten Héalften zu einem geordneten Datensatz der
Lange N (geordnet zusammenfihren)

o Zu ll (Quicksort):

— Separiere die Ausgangsdaten in zwei Héalften derart, dass alle Elemente der
ersten Halfte kleiner sind als die der zweiten Hélfte (geordnet trennen)

— Sortiere beide Hélften (entkoppelt bearbeiten)

— Erstelle ein Gesamtergebnis durch einfaches Aneinanderreihen der
Teilergebnisse (einfach, da unabhangig voneinander zusammenfiigen)
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Rekursive Basis-3 Faktorisierung der
Transformation T

1:1 (X1|3 y KXoz X3|3)

X=T(X)= m

] f3 (X1|3 y KXoz X33 ) |

Dabel bedeutet f(x,y,z) die Anwendung der dreistelligen Verknipfung f
auf korrespondierende Elemete der drei Vektoren x,y und z.
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Die beiden kanonischen Verarbeitungsgraphen fir
eine Basis-3-Faktorisierung (Butterfly u. De Bruijn)

N .
1 3 < 1 01

@\A/\ 2 0
N

oo
0.9, S

N -
7 5 7 21
@/ ® 8 22

Nach mindestens (logg N) Schichten, geht jedes Eingangselement x; in die
Berechnung eines jeden Ausgangselementes )'Zj ein!
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Anzahl der dyadischen Operationen beil einem
Basis-B-Algorithmus

(B-1)N-log; N  dyadische Operationen
log; N - Schichten
N-(B-1) - Operationen/Schicht

Zum Beispiel:
o B=2,N=1024.
10 Schichten
1024 Operationen/Schicht => 10 240~10* Operationen
o B=4,N=1024.
5 Schichten
3:1024=3072 Operationen/Schicht => 15 360 Operationen

« B=N, N=1024.
1 Schicht
N2 Operationen/Schicht => N?=1024%=1 048 576 ~10° Operationen
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Analyse und Rechenregeln rekursiver Zerlegungen

Bei vollstandiger Aufldsung einer Rekursion erhdlt man die folgenden asymptotischen
Analysen fir die Berechnungskomplexitat:

|. Konstanter Verschmelzungsaufwand d:

{(N) = b furN =1 mit: N =c"
Clat@™)+d furN>1 mita,b>0

Asymptotische Komplexitat:

log. a ¥
(N) = O(N ™) flfra;tl
O(log,N) fura=1

I1. Linear wachsender Verschmelzungsaufwand b-N:

{(N) = b furN =1 mit: N =c"
la-t®™)+b-N firN>1 mit:a,b>0

Asymptotische Komplexitat: (O(N) flra<c
t(N)=70(Nlog,N) fira=c

O(N"™*?*)  fira>c

H. Burkhardt, Institut fir Informatik, Universitat Freiburg DBV-I
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Faktorisierung der DFT => FFT

(Fast Fourier Transform)

f,(a,b)=a+b
f,(a,b) = (a—b)w'

H. Burkhardt, Institut fur Informatik, Universitat Freiburg
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FFT nach dem Sande-Tukey-Algorithmus
(decimation in frequency)
Originaldaten in nattrlicher Ordnung

X, —® )?o
Xl W —@ )?2
X, N/2 - DFT —e X,
X —e X,
X, —® i1
X W —® )?3
* N/2-DFT [ %
X5 —® X,
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FFT nach dem Sande-Tukey-Algorithmus

X, io
X, X,
X, i2
X, Xs
X, )?1
X i5
X i3
X5 i7

H. Burkhardt, Institut fur Informatik, Universitat Freiburg

DBV-I

30



FFT nach dem Cooley-Tukey-Algorithmus
(decimation in time)
Ergebnisse in naturlicher Ordnung

X, &— )~(o
X, e— )~(1
: N/2 - DFT ~
X, &— X,
Xg ~3
X, & X,
X; &— ~5
« ol  N/2-DFT %
X, & )~(7
W:e—j27z/N
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FFT nach dem Cooley-Tukey-Algorithmus

Xo )zo
X, X
X, X,
Xg 3
X1 )~(4
Xc )~(5
X3 Xe
X5 X5
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FFT nach dem Sande-Tukey-Algorithmus
(in Matlab-Notation)

function result = FFT(X, N)
% result = FFT(X, N)
% Eindimensionale FFT (Sande-Tukey-In-Place-Algorithmus)
LN = floor(log2(N));
NP2 = N;
for 1I=1:LN,
NP = NP2;
NP2 = NP/2;
U = 1.0+ Oi;
w = exp(i * (-pi/NP2));
for M=1:NP2,
for J1=M:NP:N,
J2=J1+ NP2;
T =X(J1) - X(J2);
X(@J1) = X(J1) + X(J2);
X({2)=T = U;
end;
U=U=*w;
end,;
end,;
result = BR(X,N);

H. Burkhardt, Institut fur Informatik, Universitat Freiburg
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Bit-reversal rekursiv

Gerade und ungerade Zahlen rekursiv entmischen (inverse perfect shuffle)

0 0 00O 0 0
1 0 001 8 2
2 0 010 4 4
3 0 011 12 6
4 0100 2 8
3) 0101 10 10
6 0110 6 12
7 0111 14 14
8 1 000 1 1
9 1 0 01 9 3
10 1 010 3) 3)
11 1 011 13 I
12 11 00 3 9
13 1 1 01 11 11
14 1110 7 13
15 1111 15 15
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Bit-reversal rekursiv

Gerade und ungerade Zahlen rekursiv entmischen (inverse perfect shuffle)

0 0 00O 0
1 0 001 8
2 0 010 4
3 0 011 12
4 0100 2
3) 0101 10
6 0110 6
7 0111 14
8 1 000 1
9 1 0 01 9
10 1 010 3)
11 1 011 13
12 11 00 3
13 1 1 01 11
14 1110 7
15 1111 15

o o B~ N O

10
12
14

© N 01 W -

13
15
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Bit-Reversal rekursiv

Gerade und ungerade Zahlen rekursiv entmischen (inverse perfect shuffle)

0 0 00O 0
1 0 001 8
2 0 010 4
3 0 011 12
4 0100 2
3) 0101 10
6 0110 6
7 0111 14
8 1 000 1
9 1 0 01 9
10 1 010 3)
11 1 011 13
12 11 00 3
13 1 1 01 11
14 1110 7
15 1111 15

o o ~ N O

10
12
14

© N 01 W =

13
15

13 13
3 3
7 11

11 7

15 15
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Bit-Reversal

function result = BR(X, N)
% result = BR(X, N)
% Fuehrt ein Bit-reversal auf dem Vektor X der Laenge N durch
NH=N/2;
J=1,
for I=1:N-1,
if (1 <J),
T=XQ);
X(J) = X();
X()=T,;
end;
K = NH;
while (K < J),
J=J-K;
K=K/2;
end;
J=J+K;
end,;
result = X;
return;
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Paralleler FFT-Prozessor (N=8)

et o =1 =2 =3
e B . weew
X" ot N
MU w’ o ow
X ot
O 7 wow
O T A
MU — \G)— w® o w
Speicherzelle arithm. o)
o . Verknipfung > O !
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Faktorisierung der Fourier-Matrix W

Rekursive Definition des Sande-Tukey-Algorithmus:

Xo —.%0
: w 5 X:H:P {W W }m

. e, d|” “/wD -wD|b

i W ::; mit: D =diag(w®,w',...,w"'??%), w=el¥
X7 _.§7

Die Permutation P, ergibt sich aus der rekursiven Zerlegung des Bit-Reversal in der ersten Stufe.

e %,
F e X,

—® X )’2:’7 —‘:Pbr’V_ST_ _ST_—HV —‘

—® X | d | Fs:D _FSTDJLbJ

—® _ _ L
FST o 3, mit: D=diag(W’,w',...,w""*"), w=e'™

—@ >~(7
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Faktorisierung der Fourier-Matrix W

Die Fouriermatrix kann ahnlich wie die Walsh-Hadamard-Matrix faktorisiert werden.
Aufbauend auf die rekursive Definition des Sande-Tukey-Algorithmus erhélt man:

e F.; F.; a W W |l a
X = =P, =P,
d F.D -F;D WD -WD||b

b W(a+b) a+b
- “{WD(a—b)} {o WDH }

mit: D =diag(W®,w!,...,w"'#?) el¥

Statt einer voll besetzten Matrix erhdlt man eine ausgedtinnte Blockdiagonalmatrix auf Kosten
eines linearen Verschmelzungsaufwandes.

Fourier-Matrix hier in Bit-Reversal zeilenpermutierter Form (nicht frequenzgeordnet), dhnlich
wie beim Unterschied Hadamard-/Walsh-Matrix!

Bei Fortsetzung der Rekursion wird die F-Matrix auf Kosten linearer Verschmelzungsschritte auf
Diagonalform reduziert!

t(N)=2-t(N/2)+ N =t(N)=O(NIdN)
Rekursion mit linearem Verschmelzungsaufwand

H. Burkhardt, Institut fir Informatik, Universitat Freiburg DBV-I
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Ubergang von Cooley-Tukey zu Sande-Tukey-
Algorithmus

Aus der rekursiven Definition von Cooley-Tukey und Sande-Tukey-Algorithmus
ergibt sich:

S I:CT DI:CT
Cooley-Tukey: X=Wx= P, X=F.P,X
F., -DF
CT CT

F
Sande-Tukey: X=Wx=P,, {

ST FST

X=P, F;X
FSTD _FSTD:| br* ST

Die Permutationsmatrix P, X realisiert die Bit-Reversal-Permutation und es gilt:
Py =Py =R,

Vergleicht man die beiden

IFf\III

irensnan NafinitiAnnan eon
ICTAUISIVCLHI LT HTHIuvlict i, sv

X ; F.., =WP,, BR-Permutation der Spalten von W
erhalt man unmittelbar:

F., =P, ,W BR-Permutation der Zeilen von W

—|F. =(WP.) =P"W' =P. W=F
Es gilt: (AB)' =B'A' cr =(WRy) br br ST

H. Burkhardt, Institut fir Informatik, Universitat Freiburg DBV-I
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Ubergang von Cooley-Tukey zu Sande-Tukey-

Algorithmus

Die frequenzgeordnete Fouriermatrix ergibt sich somit gemaf:

W =P, Fs =F Py

und damit auch:

FST — PbTr FCT Pbr — Pbr FCT Pbr

Und somit kann man beide Transformationen beschreiben als:

X=WXx= !DbrFST)S — !:CT Pbr)f

zuerst Transf. zuerst BR
dann BR dann Transf

Dabei bedeutet:  £p - aine BR-Permutation der Spalten

P,.F eine BR-Permutation der Zeilen

H. Burkhardt, Institut fur Informatik, Universitat Freiburg
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Transformation zweler reeller Folgen a und b mit
einer komplexen FFT

(z.B. zur schnellen Faltung zwischen a und b)

Man verteilt die beiden reellen Folgen a und b auf den Real- und
Imaginarteil einer Folge x und transformiert komplex:

Linearitat
—

x(n)=a(n)+ jb(n) = x(k)=4ak)+ jb(k)

Aus der Tatsache, dass die Fouriertransformierte einer reellen Sequenz konj.
symmetrisch und die einer imaginéren Sequenz konj. antisymmetrisch ist
folgt:

k) =3 (X(k)+X"(-k)) konj. symmetrisch

k) =3 (X(k)—X"(-k)) konj. antisymmetrisch

H. Burkhardt, Institut fir Informatik, Universitat Freiburg DBV-I
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Transformation von reellen Folgen der Lange 2N mit
einer komplexen FFT der Lange N

Man verteilt die Werte mit geradem Index auf den Realteil und die
ungeraden Elemente auf den Imaginérteil und verfahrt so wie in der Folie

ZUvor angegeben:

X, = Realteill

... ¢ Transformation gemaR Folie zuvor
X, = Imaginarteil

Sodann erhalt man unter Anwendung des Cooley-Tukey-Algorithmus:
i P(g +doX, _‘
X=| _ N
| Xg—doX, |
mit:

[0 2 N/2-17]. . —j2xzIN
d={wo,ww,....w - w=e

H. Burkhardt, Institut fir Informatik, Universitat Freiburg DBV-I
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Komplexitat zweidimensionaler diskreter unitarer
Transformationen

Gegeben: Bildmatrizen A der Dimension NxN = 2" x 2",

1) Berechnung eines Fourierkoeffizenten Uber Innenprodukt z.B. bei Walsh-Transf.:

A =(AW,) = O(N?)

Fir alle Elemente von A = {Aj} = O(N?-N?)=0(N*)

2) Walsh-Transformation mit separierbarem Kern:

e Damit bereits eine Reduktion auf O(N?3) !

2N°

3) Walsh-Transformation mit schneller 1D-Transformation:

~

A=W.- AW Damit Reduktion auf O(N?*-I1d N)

—_
N-(NIdN)=N21dN

2NZ.1dN

H. Burkhardt, Institut fur Informatik, Universitat Freiburg
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Eindimensionale Realisierung der zweidimensionalen FFT

2D - Bit - Reversal

X :{XOO Xoo %o XOS} linearer Index: i=k-N +1
XlO Xll X12 X13 '
dim(X)=M xN =2" x2" =2x4 %%Lﬁp_}
k |
o
XOl
XOZ
| Xo3
oh
Xll
X12
| %3

W — a— 27N
Vv — ©

e

alle Spalten alle Zeilen
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Eindimensionale Realisierung der zweidimensionalen FFT
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Homogene Struktur zur eindimensionalen Realisierung der zweidimensionalen FFT
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Falls alle Spalten linear gestapelt werden:

1234 2 1D-
‘ ‘ ‘ ‘ 3 Topologie

Ergibt sich eine Zeilen/Spalten-Transformation
(zuerst Zeilen, dann Spalten)
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Zahlenbeispiel

1 12 18 13 2 17 19 20]
i ! 16 5 17 4 20 14 7 16
: A
Bildmatrix: s 1117 2 12 4 8
19 3 10 2 8 12 16 8
[(340,0) (11.1,-24.6) (-29,9)  (6.88,—44.6) (10,0) (6.88,44.6)  (-29,-9) (11.1,24.6)
(41,21) (-15.1,-26.5) (-20,-2) (15.5,-19) (-5,-7) (-24.9,-19.5) (-32,24) (8.46,5.02)
2D-DFT: (-14,0) (-2.88,18.3) (-55,1)  (-7.12,14.3) (-88,0) (-7.12,-14.3) (-55,-1) (-2.88,-18.3)
(Fourier) | (41,-21) (8.46,-5.02) (-32,-24) (-24.9,195) (-5,7) (-15.1,26.5)
340 11.1 -29 688 10 6.88 -29 111 24.6
41 151 -20 155 -5 249 -32 846 | 5.02
14 283 55 —712 -88 -7.12 -55 —2.88| |0 -18.3
41 846 -32 -249 -5 155 20 -15.1 21 -5.02 26.5
340 -30 -20 -38 -4
2D-DWT _ 162 28 20 -34 4 -34 6
A=
(Wa|sh) 20 -18 30 44 -30 40
-14 20 -4 54 -56 -10
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Zusatzliche Anmerkungen zu
FFT-Algorithmen

Unter zusétzlicher Ausnutzung von Symmetrien der Exponentialfunktion
ergeben sich schnelle Basis-4 und Basis-8 Algorithmen, welche weniger
Multiplikationen auf Kosten zusatzlicher Additionen enthalten.

Es existieren auch Prime-FFT-Algorithmen flr Primzahldimensionen
(keine Faktorisierung!), welche auf eine schnelle Faltung zuriickgefthrt
werden konnen.

Es existieren auch Mixed-Radix-Algorithmen, basierend auf einer
gemischten Faktorisierung: N=N;-N,-N,
Der Winograd-Algorithmus garantiert das absolute Minimum an

notwendigen Multiplikationen auf Kosten von Additionen. Er ist jedoch
sehr unregelmanig und seine Struktur ist von der Dimension abhangig.
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Weitere Anwendungen der
Faktorisierung

Schnelles paralleles Sortieren aufbauend auf Bitonen
Sortierer (~(Id N)? Zyklen)

e Dynamische Programmierung (DBV-II)

« Parallele Berechnung von Skalarprodukten

e Lageinvariante Mustererkennung (Kursvorlesung)
Schnelle Polynomberechnung
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