Kapitel 7

Bayes- oder Optimalklassifikator
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Der Entwurf eines optimalen
Klassifikators

o Letztes Glied in der Mustererkennungskette

o Der Klassifikator hat die Aufgabe einer optimalen Zuordnung
eines Merkmalsvektors zu einer Bedeutungsklasse

« Grundlage fur den Entwurf: Statistische Entscheidungstheorie
« Beschreibung des Erkennungssystems in Analogie zu einem

Nachrichtentbertragungssystem:

lStbrung
) _ . @

Quelle » Codierer — Kanal » Decodierer —  Senke
gesendetes ideales reales rekonstruiertes
abstraktes Zeichen- Zeichen- abstraktes
Zeichen bild bild Zeichen
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Uber die einzelnen Komponenten

Codierer: aus einem abstrakten Quellzeichen K entsteht ein
Schriftzeichen: z.Bsp. OCR-B

Stoérung: beinhaltet alle VVeranderungen wie z.B. eigentlicher Druck-
oder Schreibvorgang, mogliche Verschmutzungen, Fehler des
Scanners usw.

Decodierer: Lesemaschine, rekonstruiert das gesendete Zeichen,
Ubergibt Entscheidung an Senke
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Aufbau des Decodierers

reales o Merkmals- X |

Zeichen | bildung

Erkennung

v 8>

L1 BRiirlhardt Inctitiit fiir Infarmatily 1 Ininarcitat Crathiirn

NAC | W/Aan 7A




Stochastisches Modell

Der zeichenerzeugende Prozel3 erzeugt jeweils miteinander
verbundene Wertepaare (m,x)

l Storung

. Merkmals-
» Codierer »  Kanal > » X

Quelle

bildung

A

r (U

Seine statistischen Eigenschaften werden vollstandig durch die
Verbundverteilung beschrieben:

pP(w,x) = p(x,w) we{w} 1=12,...K

o diskret, x kontinuierlich
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Optimalitatskriterium

Gesucht ist ein Klassifikator, welcher ,,bestmoglich nach einem vorgegebenen
statistischen Gutekriterium klassifiziert (Optimalklassifikator)

Waéhlt man als Optimalitatskriterium die Minimierung von Fehlentscheidungen
bei vielen Versuchen, so ergibt sich ein Klassifikator, welcher die A-
posteriori-Wahrscheinlichkeit maximiert (Maximum-A-Posteriori-
Klassifikator):

mé:lX{P(a)k |x)} MAP- oder Bayes-Klassifikator
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Grundlage der Optimalentscheidung ist die a-posteriori- oder
Ruckschlusswahrscheinlichkeit P(a,|x). Dies ist die bedingte
Wahrscheinlichkeit, dass bei bei einem beobachteten Wert x das
Zeichen o, vorlag.

Diese kann mit dem Bayes-Theorem wie folgt umgewandelt werden:

P(C()k | X) — p(X’a)k) — p(X | a)k)P(a)k)
p(x) p(x)

mit der Randverteilung:

p(x) = Z p(x, @, ) = Z p(x| @ )P(e,)
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Theorem von Bayes

A, seien sich gegenseitig ausschliessende A,
(disjunkte) Ereignisse

S = U A Ereignisraum (sample space)

B sel ein beliebiges Ereignis. Dann gilt:

P(AB)  P(B|A)P(A)
P(B) ZP(BlA)P(A)

= P(A |B)P(B) = P(A B)=P(BIA)P(A)

P(A |B) =
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Beispiel

Die Anwendung des Theorems soll nun durch ein Beispiel veranschaulicht werden. Im Beispiel tritt das
Ereignis B ,,Die Reifen eines Autos quietschen." mit der Wahrscheinlichkeit P(B)=0,05 auf; die Hypothese
A ,,Die Bremsen des Autos sind schlecht eingestellt." mit der Wahrscheinlichkeit P(A)=0,02.

Nehmen wir weiters an, dal schlecht eingestellte Bremsen oft, aber nicht immer, ein Quietschen der Rader
verursachen. Die bedingte Wahrscheinlichkeit daftr ist P(B|A)=0,7. Wenn man nun ein Quietschen der
Reifen beobachtet, so kann man mit Hilfe des Bayes'schen Theorem die Wahrscheinlichkeit berechnen, daf3
die Bremsen schlecht eingestellt sind:

P(B|A)*P(A) 0,7%0,02

PAIB)= P(B) 0,05

=0, 28

Durch die Beobachtung des Ereignisses B hat sich die Wahrscheinlichkeit der Hypothese A von 0,02 auf
0,28 erhont. Die Berechnung von P(A|B) ausgehend von P(A) kann als Neubewertung der Hypothese A
beim Eintreten des Ereignisses B aufgefal3t werden.

Darin liegt die Starke dieses Theorems. Mit ihm 463t sich die Fortpflanzung der Unsicherheit berechnen. Der
Nachteil ist jedoch, daR zu jedem Ereignis und zu jeder Hypothese die Wahrscheinlichkeit und die
entsprechenden bedingten Wahrscheinlichkeiten gespeichert werden mussen. Dies erfordert eine grol3e
Datenmenge, die schwer zu beschaffen ist und auch oft nicht mit mathematischer Exaktheit beschafft
werden kann. [ ]
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Bayes- oder Maximum-A-Posteriori

(MAP) Klassifikator

Maximierung der a-posteriori oder Rickschlusswahrscheinlichkeit zur
Entscheidung der Klassenzugehorigkeit:

max P(w, | x)
=P |0 2P@, %)/

p(x|®,)P(w,) 7 P(x|w;)P(a;) Bayes- oder
) 2 P MAP-Klassifikator

p(x) auf beiden Seiten gleich!

Bei gleichwahrscheinlicher a-priori-Verteilung P(@,)= P(«) erhalt man daraus:

MLE-KIlassifikator

p(x| @) p(x| @)

(Maximum-Likelihood Estimation)

L1 BRiirlhardt Inctitiit fiir Infarmatily 1 Ininarcitat Crathiirn

NAC | W/Aan 7A

1N



Optimalklassifikatoren

max{P (o, | x)} Bayes- oder MAP-
I max{p(x| e, )P(e,)} Klassifikator

Das MAP-Kriterium wird zurtickgefuihrt auf klassenspezifische Verteilungsdichten,
welche gemessen werden kdnnen.

max{p(x| @)}  Maximum-Likelihood-Klassifikator
(p(X|ok) Bed. Wahrscheinlichkeit von x bzgl. a,)
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Zwel-Klassen-Problem mit Gauldverteilungsdichten und
T einem skalaren Merkmal x

Die Auftretenswahrscheinlichkeit  px)=Y" p(x|®,)-P(o,)
von x unter der Annahme, dass «

@, gesendet wurde ist grofer als

die von der Annahme, dass @,
gesendet wurde.

P(o, [x)-p(x) = p(x,0,) = p(x| ) - P(®,)

p(x|w,) - P(w,)

)|( ”
Hx, Hy, Merkmalsraum

p(x| @)P(@)2 p(x| @,)P(w))

p(x|o) Klassenspezifische Verteilungsdichte fur den Merkmalsvektor x, die der Klasse
k zuzuordnen sind.

A-priori-W. fur die Haufigkeit der Quellsymbole: P(w,)
(Quellstatistik, Auftretens-W. fur die Ereignisse a,, z.Bsp. Buchstaben in einer Sprache)

»
»

Die W., dass x gemessen wird ergibt sich aus der Uberlagerung der Auswirkungen, dass
o, gesendet wurde:  P(x) = p(x|@,)P(@,) + p(x| @,)P(@,) +--- = Z p(x| o )P(wy)
K

L1 BRiirlhardt Inctitiit fiir Infarmatily 1 Ininarcitat Crathiirn NAAC | I/ AR TA

19



Entscheidung mit Log-Likelihood

L IN

Y1

Anstatt: y,Zy, spater mit

log-likelihood einfacher: d, Zd,

7 A 12



Normalverteilte klassenspezifische
Merkmale p(x|w,)

Eindimensionaler Fall:

 P(¥) Afxem)
1 b09= e 2 %
2o, 270,
1
V2zo, / o, \
Ay

X=400

Erwartungswert von X:  u, = E{x}= j X- p(x)dx

X=
X=+00

Varianz:  var(x) = o2 = E{(x— ,)?}= j (x—2,)% - p(x)dx

X=—00

Standardabweichung: o, =+/var(x)

L1 BRiirlhardt Inctitiit fiir Infarmatily 1 Ininarcitat Crathiirn

NAC | W/Aan 7A

1A



N-dimensionale Normalverteilung

Erwartungswert: u,~=E(x) (Vektor)

Statt VVarianz o® nun Autokovarianzmatrix:
K=C,_, =E{(x-X)(x-X)'

N-dimensionale Normalverteilung: p(x) =

Kis K1,2 Kin
K K K
K| 2 22 2,N
_KNl Ky .2 Ky N |

}:RXX_ﬁT

1 —%(x—ux ) K (x-py)

J(27)" det(K) -

Km,n = E{(Xm — Hy )(Xn — Hy )}
Koo = E{(x, _/an)z}

K : a) symmetrisch

b) positiv semidefinit
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N-dimensionale Normalvertetlung

Aus der Positiv-Semidefinitheit folgt:  a'Ka >0 fiir beliebige a0

Falls eine oder mehr Komponenten Linearkombinationen von anderen sind, ist K
semidefinit, andernfalls positiv definit (soll hier i.allg. angenommen werden).

Falls K pos. definit, dann auch K1 => det(K)>0 und det(K-1)>0 .

Ortskurven konstanter Wahrscheinlichkeitsdichten:
Q=(x-p,) K (x—p,)=const.

Diese quadratische Form ergibt Kegelschnitte und fir pos. def. K-erh&lt man
N-dimensionale Ellipsoide.
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N=2: Ellipsen

Aus der Eigenwertgleichung:

Kb =b=[K-Al]b=0

Ergeben sich die
Eigenwerte: 4,, 4,
und die Eigenvektoren: b, b,

RIC qung 0¢°
A 0?)\.6“
X1 b : g(\ 6\4‘0(5\0\’
A b, EW°
\g
B,
. X
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Der Bayes-Klassifikator

max P(w:. | x) Annahme: Klassenspezifische
@i Gaul3-Vertellungen

&0
70
G0
50

40

H
30H S
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Optimales Erkennungssystem

klassenspezifische Verteilungen Auftretenswahr- B Ruckweisungs-
im Merkmalsraum scheinlichkeiten schwelle
N ly / V.
R R p(x|e,) P(a)l)‘ 0 .
/ 1 p(xley) [ Play) "
p(x|@,) P(@,) p(x| & )P(@,)
> p(x|@,) " Plw,) 1o . | Ruck-
Maximum- — @D
weisungs- ——> @
suche prufung
—— Ent-
scheidung
p(xla) Par) - px)
" P(Xlag) — Ploy) ] / ]
—

p(x) =D p(x|@&)P(@,)
HilfsgroRe fir die

Zurtickweisung falls: Zuriickweisungspriifung

Zurlck-
weisung

p(x| @ )P(@,) < Bp(x) Falls Wahrscheinlichkeit einen zu geringen Wert hat
d.h. P(o |x)<p =>» Zurlckweisung (sonst ware Entscheidung sehr unsicher)
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Zur Positiv-Definitheit der Kovarianzmatrix K

Man erwartet, dass die Beobachtungen des Zufallsprozesses unabhéngig sind.

Beh.: Q=z'Kz>0 fir vz=0
Q=2 E{(x~m)(x~n)'}z
= E{Z' (x-m)(x-0) 3=E{x-w' 7’}

=W (gkalar)

= E{w’}>0 fir w=0

Der singulare Fall Q=0 bedeutet, dass der Zufallsprozess (x-u)Lz steht, d.h. er
belegt nur einen linearen Unterraum des N-dimensionalen Beobachtungs-
raumes RN, Dies ist dann der Fall, wenn die Zufallsvariablen nicht den ganzen
Raum aufspannen, d.h. wenn ein Vektor linear abhangig ist von anderen (z.B.
wenn die Beobachtungen im dreidimensionalen Raum immer nur in einer
Ebene liegen).

Fir einzelne Vektoren darf die Orthogonalitat (x-p)_Lz gegeben sein, jedoch nicht
fir das ganze Ensemble, so dass E{...}=0.
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Konsequenzen der Positiv-
Definitheit von K

K ist regular und es existiert K-
det(K)>0

K-! ist ebenfalls positiv definit
det(K-1)>0

Die Eigenwerte von K sind positiv




Fall 1. Klassenwelse beliebige
normalverteilte Merkmale

Mit dieser Annahme kann das MAP-Kriterium welter spezifiziert

werden:
p(x, o) = px|o) Plo,)

Der zeichenerzeugende Prozess zerfallt in K voneinander
unabhangige Teilprozesse {p(x|w,)} mit den Kenngrdlien:

e

u, =E{x[e} klassenspezifischer Erwartungswert

K, =E{(x-p, J(x—p, )' |w } klassenspezifische Kovarianzmatrix

e

——e e
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Berechnet man die k-te Entscheidungsfunktion des MAP-
Kriteriums, so ergibt sich:

P(w _lx_xTEIX—xk
Dk(x): p(xlmk)P(O)k):\/(z )N(dke:(K )e 3 ”k) K™ (x—py )
n k

Mit Hilfe einer monotonen Abbildung In(...), welche die
Grollenverhaltnisse nicht verandert; ergibt sich:

> DI(x) =InP() - IN(et(K,) - 1x -k, ) K (x -1, )]
N

mit abschlielendem Maximumvergleich.
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Die Grenzen zwischen den Klassengebieten ergeben sich zu:

D/(x)=Dj(x)

7 Q
daraus ergibt sich die Grenzflache g; (x) =0, mit:
g, (x) = In 2K 5 Ple)
detK P(w;)

() K ) = (- ) K (- )

Aus der Differenz zweier quadratischen Formen ergibt sich eine
gemeinsame quadratische Form der Gestalt:

0, (0= 0+ (x-x) M (x—x))| =
f i
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mit:
) ‘ " det K, ol P(w.)

= | +ul K
0= T et K. Pa;) o

-1, K, + XM X,
I x, = MIK; %, -Ki'p, |
=[K"-K'T" =K|[K,-K,]'K
:Kj[Kj _Ki]_lKi
Die die quadratische Form charakterisierende Matrix M ist nun

nicht mehr zwingend pos. definit => die Grenzflachen zwischen
den Gebieten sind allgemeine Kegelschnitte (bei N=2: Elllpsen

Parabeln, Hyperbein, Lmien)— —

Die Unterscheidungsfunktionen D", (x) sind in Bezug auf den
Merkmalsvektor quadratische Funktionen oder Polynome
zweiten Grades (quadratischer oder Polynomklassifikator)
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Klassenweise normalvertellte Merkmale

T : 1 T 1
] 9 9 1Q it 12 113 il4 1S

— X
(aus J. Schurmann: ,,Polynomklassifikatoren fir die Zeichenerkennung®, Oldenbourg Verlag)
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Fall 2: Klassenwelse normalverteilte Merkmale
mit 1dentischen Kovarianzmatrizen K

e
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Fall 2: Klassenweise normalverteilte Merkmale
mit 1dentischen Kovarianzmatrizen K

Entscheidungsfunktion:

D! (x) = In P(@,) —%In(detK) —%[(x KM (x-p, )]

D/'=-2D, — In(detK)
= D/ =-2InP(ay) + (x—p, ) K*(x—p, )

| —

Fur gleiche Auftretenswahrscheinlichkeiten P(w, ) =1/K folgt:
> D=D/-2InK

42 T Mahalanobis-Abstands-
= (D= dy = (x—py ) ij (K| Kiassifikator
Dies ist eine allgemeine gewichtete quadratische Metrik.

\-—
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Formulierung als linearer Klassifikator

Die Entscheidungsfunktion enthalt noch einen quadratischen Term. Dieser ist
jedoch fur jede Klasse identisch und kann somiteliminiert werden. Damit
kommt man zu einer linearen Formulierung des Klassifikators.

Alternativ ergibt sich:

D/'=D, + %[In(det K)+x K x]

= D{=InP(x,) —%ule‘luxk +p, K7x

Dieser Ausdruck ist linear in x !

Hyperebene als
Trennflache !

— —_—

mit:

= |DJ(x) = 3y +a, X = a,, +(a,,X)

1
| ag =M P(wk)—gule‘luxk

” ak = K_lllek
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Fall 3: Klassenwelse normalverteilte Merkmale mit der

Einheitsmatrix als Kovarianzmatrix K=c21
(sphérisch invariante Verhaltnisse, Hyperkugeln) -

Entscheidungsfunktion: 1 ‘L”
D, (x)=InP(®)-NIno - — (x—p, ) (x—p,)

Flr konstante A-priori-W. folgt:

2 Euklidsche Metrik_
Minimum-Abstands-Klassifikator

—

"o
— Dk — HX_UXK

Auch hier formuliert als linearer Klassifikator:

—_—_

" 1 "
7= ([ - )

= |D/(x) = a,, +a,x

mit;

2

n 1
D=~ (x| - (" -

Hy 2_2<X’ux >:_1ux T <My X>
k k 2 K X

— — ay
a

0k
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Kurven konstanter a) Euklidscher- und b) Mahalanobis-
Distanz d,, zum Erwartungswert der jeweiligen Klasse

a) &
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Transformation der Mahalanobis-Metrik auf
spharisch invariante Verhaltnisse

Die Kovarianzmatrix kann mit einer KL T diagonalisiert werden:

A=diag(1, 4,,...,4,) = A'KA
bzw:
K = AAA'

Die unitiare Matrix erfullt: A" = A™

—

Die Eigenwerte sowie die Eigenvektoren von K definieren die
Diagonalmatrix und die Eigenvektoren die Tansformationsmatrix:

A=lee),....e4]

Kurven konstanter Mahalanobisdistanz ergeben sich zu:
(x—p) AATAT (x—p;) =

—

—
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Transformation auf spharisch invariante
Verhaltnisse

Einflhrung einer Koordinatentransformation: x' = A'x

Damit werden die urspringlichen Koordinaten auf die Eigenvektoren projeziert

und man kommt man zu den folgenden Kurven konstanter Mahalanobis-Distanz:

(Xll_lui’l)z T (Xy _/ui’N)Z _ 2

A Ay

Dies ist ein Hyperellipsoid in dem neuen Koordinatensystem.

Mit x; =x, /A und g = g [ A, erhalt man

‘spharisch invariante (Euklidsche) Verhaltnisse:
(X = pig)” -+ (4 — ) =¢® (Kugeln)

e
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Beispiel: Zweiklassenproblem der Dimension 2 -

Die Kovarianzmatrix und die Erwartungswerte seien gegeben mit:

) [1.1 0.3

03 1.9} m=[0 o] w=[3 3]

Klassifiziere die Beobachtung x =[1.0 2.2]T nach Bayes.

Die geschieht durch Berechnung der Mahalanobisdistanz zu den
beiden Erwartungswerten:

—

d2 (uy,x) = (x —p,) K (x—p;) =[1.0 2.2] N —2952(’/
m AL =T PTRIEIEE 24l 015 055 [|22] 7S

enstprechend:
d2 (uy %) = (x—p,) K (x—p,) =[-2.0 -0.8] 095 —0151=201_ 400
m 2 Ha Ha = % 015 055 ||—08] 22

D.h. die Beobachtung wird der Klasse 1 zugeordnet. Man beachte, dass die
Beobachtung bzgl. der Euklidschen Distanz naher an Klasse 2 liegt!!

- =584 [x-p,| =464
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Das Voronoi-Diagramm im zweidimensionalen

Raum fur die Euklidsche Distanz

Zerlegung der Ebene in Regionen
R, fur eine Menge von Punkten.
Jede Region enthalt genau die
Punkte, welche naher sind zu den
jeweiligen Punkten als irgend ein
anderer Punkt:

Ry ={x:d(x,x;) <d(x,x;) fur 1= j}

-
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Wahrscheinlichkelt einer Fehlklassifikation beil einem Zweil-
Klassen-Problem und einem skalaren Merkmal

_ E 1 ~(x-p)?120° | _ l
p“)_z(Jzaye j—zgw)

< d »
/ C \\\\ \
/ [ o o
d/2 X
Hy,

Die W. dass @, gesendet wurde und bei gemessenen Werten x zugunsten von @,
entschieden wird, entspricht der W. dass x oberhalb von von d/2 liegt (schraffierte
Flache). Ebenso fir @, — @, . D.h. die W. einen Fehler bei der Klassifikation zu
machen ergibt sich aus der doppelten Flache:

P(E)=

!

2]

g(u)du
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Mit der kumulativen Verteilungsfunktion F(x,) = P(x<x,) gilt:

F(x) = j g(u)du ——(1+erf( T2 J

und mit der GauR'schen Fehlerfunktion

/ / erf(x):%jetzdt V)

bzw. komplementéren Fehlerfunktion

2 T e
erfc(x) = — _[ et dt =1—erf(x)
Jr .

erhalt man die Fehler-W. zu:

o0

P(E) = j g(u)du=1—-F(x=d/2)

- x=d/2
Laerf X)) 1
_2(1 erf[ \/_Gj o erfc( 20 jx » ’
o /\/\.—\,__—_
Die W. fir eine Fehlklassifikation sinkt mit
P(E) = E d/2 wachsendem Klassenabstand und steigt mit
\/_ 20 wachsender Streuung der Merkmale '
wachsenc

/T\
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Die Gesamtfehlerwahrscheinlichkeit im N-dimensionalen
Merkmalsraum berechnet sich zu (Forney):

1 d/2
P(E) = const - —erfc
(5)= (\/_aj

(ohne Beweis)
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