Diophantische Gleichung und der erweiterte Euklidsche

Algorithmus

1 Diophantische Gleichungen
Eine GGleichung

flabe,. . )=10 (1)
fiir die nur ganze Zahlen als Lisungen gesucht werden, heifit diophantische Gleichung. So hat z.B. die quadratische Gleichung

) al+ b =¢ T ‘{‘2}

unendlich viele ganzzahlige Lisungen a. b, ¢, 50 2.B.

a b ¢

s 12 13 ®

Fiir die allgemeine nichtlineare (Gleichung ]
a"+ b =" (4)

existiert bis in jiingster Zeit lediglich die Fermat'sche Vermutung', welche besagt, dafi fiir n > 2 keine ganmahligen Lisungen
existieren. Erst 1994 Zeit ist es dem Mathematiker Andrew Wiles gelungen, dafiir einen Beweiz anzugeben.

Wir wollen uns hier mit dem einfacheren Fall der linearen Diophantischen (Gleichung beschéftigen. Gesucht sind ganzzahlige
Lisungen a,b fiir die Gleichung —

am+m=c abmnece & ‘ . (5)

"Pierre de Fermat, 1601-1663; er schrich 1637 in einer Verdffentlichung, dafl er einen elegenten Beweis gefunden hitte, doch der Rand sei 2o schmal
um ihn hier niederzuschreiben
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Beweis von Andrew Wiles: 1994 (Buch von Simon Singh: Fermats last theorem)
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Es kann gezeigt werden, dafl diese (Gleichung dann und mur dann Lisungen besitzt, wenn
geT(m,n)lc , (6)

[ —
d.h. {m,n) muff Teiler von ¢ sein. Teilt man Gl 5 durch (m, n), so erhiilt man

[ am' +bn' = ¢ ) N

geT(m',n) = 1| . (8)

Diese (Gleichung ist lésbar, fiir

Zuniichst betrachten wir die vereinfachte Gleichung

am +bhn' =1 mit (m.n)=1 . (9)

Mit Hilfe des erweiterten Euklid'schen Algorithmus lassen sich dafiir Lésungen ap, by finden. Damit erhilt man aber auch
Lésungen fiir die Gln. 7 und 5:

A 10
Aus dieser Basislisung lassen sich min aber beliebig viele Lisungen ableiten ([11]), nimlich
rﬂf = a+t-n te X
Vo= b—t-m' | (11)
was einfach wie folgt zu bestiitigen ist:
fa+tn'ym' + (b —tm'in' = am’' + ' +tn'm' — tn'm’ =¢' . (12)

/‘\
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Beispiel 1.1:  Zu Ibsen sei die lineare Diophantische Gleichung

a-15,+b- 10, =25 . (13)

Wegen (15, 10) = 5|25 existiert eine Lisung. Durch Division mit (15, 10) = § erhalten wir

a-3+b.-2=5 , (14)
und die vereinfachte Gleichung
a -3+ -2=1 . (15)
Mit dem Euklid’schen Algorithmus, oder wie hier unmittelbar zu sehen ist, erhalten wir die Lisung a; = 1, by = —1 und darans
a = ¢ -m=5
b=dd-h=-5 . (16)
Nach 1. 11 ergeben sich weitere Lijsungen #u
I ¢ = at+itn’'=5+1-2 (17)
W = b—tm=-5-1-3 , (18)

und damit auszngsweise

it |-4 -3 -2 -1 0

a'|-3 -1 1| 3 5
i T 4| 1|-2 =5
—
a' b e IN
Hiufig ist es notwendig natirliche Lisungen o', € IV zu finden. Aus obiger Tabelle kiilnnen wir die Existenz einer natiirlichen
Lisung erkennen. Man kann zeige i ‘mindestens eine natirliche Lisung zu finden ist, wenn
—_
(ma)le wond (mulc=a-b . (19)
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2 Uber die Zerlegung ganzer Zahlen

Die folgende Zerlegung von Zahlen ist von grundlegender Bedeutung.

Definition 2.1: Zerlegung ganzer Zahlen ([T]) (a.m.q.r € Z, m # () Fine ganze Zahl a kann eindeutig dargestellt
werden als ganzzahliges Vielfaches (g € Z) einer zweiten Zahl m und einem Rest r:

a=m-qg+r | , (20)
mit:
0<r<m fiir mz=10 (21)
0=r>m fir m=10
Die beiden Unbekannten g und r ermitteln wir durch eine Ganzzahldivision sowie eine sogenannte Reduktion modulo m:
q = |afm|=adivm (Juotient (ganzz. Anteil)
r = amodm Rest (a modulo m) (29)
= a—m- |afm| !
= a— mia divm)
und somit:
a=m-|afm|+(amodm) . (23)
Mit der Operation div wird die Ganszahldivision beseichnet; sie steht tyvpischerweise bei Rechnern als Maschinenbefehl szur
Verfiigung.

Fiir den Sonderfall m = 0 fijhrt die Zerlegung auf

a=0-g+v ,
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was erfiillt wird fiir:

qe & beliebig, und r=a . (24)
Dies fithrt anf die Definition
amodll =a . (25)
—_—
Beizpiele fiir die Reduktion modulo m:
Tmodh=2; 1limodi=0 amodl=10
—2modd=1;, Smod -3=-1; —-8mod-3=-2

Fiir die Ermittlung des Restes durch Anwendung dF_F' Reduktion modulo a auf arithmetische Ausdriicke gelten die folgenden
Regeln. Dafiir soll abgekiirzt die Schreibweize

< 1 = a mod m (26)
eingefithrt werden. Damit gilt:
“a+b>, = <<az,+<b>>n (27)
<a—brn = <=<arm— <bEnEm / (28)
<ca-hz, = <<azg, - <bhza>n (29)

Beweis von Gl. (27): Fira=k-m+ag, und b=1-m + b mit ¥k, I ¢ Z folgt:
.
<atbzp=<(k+limta+ b rn=<a+bh >n=<<azn+<bz>>, b
Beweis von Gl. (29): Fira=k-m+ag, und b=1.m + I mit ¥k, I ¢ Z folgt:
—

<a-bzn = <(km+ag)-(Im+h)=m=< klm® + kbgm + lagm + aghg >m
= < (EKm+ kg +lagm+aghy >m=<< a>m < b >n>m hd
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3 Der Euklid’sche Algorithmus

Eingabewerte: zwei positive ganze Zahlen m., n
Ausgabewert: Der gréfite gemeinsame Teiler der beiden Zahlen, ggT(m., n)

Der Algorithmus kann durch die folgende Anweisungsfolge definiert werden:
Al: Dividiere m ganzzahlig durch n und bezeichne den entstehenden Rest mit v .

A2 Falls r = 0= ggTi{m,n) = n und Ende des Algorithmus.
Al Setzem+—mn, n+r.

Ad: Gehe suriick nach Al .

Zahlenbeispiel: Gegeben: m = 119, n = 544, gesucht: ggT{m,n) =7

Al: mfn =119/544 = r+ 119

A2: r#10

Ad: m+— M, n+ 119

Al: mj/n=544/119=4 +68/119 = r + 68
A2: r#10

Ad: m+ 119, n+ 68

Al: m/n=119/68 = r + 51

A2: r#10

Ad: m+ 68 n+ 5l

Al: m/n=68/51l =+ + 17

A2: r#0

Ad: m+ 5l n+ 17

Al: mn=51/1T=r+10

A2 ppTimn)=n =17 = S5TOP @&

Abb. 1 verdeutlicht graphisch in Form eines Ablanfdiagramms die Anweisungskette.
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Start

Al: Bestimme den Rest ¢

Al m+—n
T

Abbildung 1: Ablaufdiagramm des Euklid 'schen Algorithmns
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Euklid’scher Algorithmus Der grifite gemeinsame Teiler soll mit runden Klammern wie folgt abgekiirat werden:

(a,b) == g T(a,b)

Sind zwei Zahlen teilerfremd oder relativ prim, so gil?
(ab)=1 ,
andernfalls it sich ein gemeinsamer Faktor kiirzen, so =.B. bei:
B_24 14
5 A5 5

Falls ein gemeinsamer negativer Faktor exstiert, dann auch der entsprechende positive Wert, und deshalb erhalten wir
(a,b) =1 a,be & (aufler fiir a=b=0)

Somit gilt offensichtlich anch
(a,a) = (a,0) = |a]

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wollen wir nichtnegative ganze Zahlen betrachten a.b € Z. mit a > b und wir erhalten

anfbanend anf GGl. 20 die folgende Zerlegung:

a=b-g+r mit0<r<b

(35)

Die Grundlage des Euklidschen Algorithmus besteht in der Reduktion des gréfiten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen auf zwel

kleinere Zahlen durch Differenzbildung oder Ermittlung des Restes gemifi:

(0,6) = (a—b,b) S
(0,6) = (a—b-g,8) = (r,b)

1“\
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Aufbavend auf Gl (37) kann nun gezeigt werden, dafl sich der Zahlenbereich bei jedem Reduktionsschritt halbiert. Fiir a > b
gilt nimlich:

0<r<af2 . (38)
Daraus folgt eine Auflerst giinstige Komplexitiit des Euklid’schen Algorithmus von nur

tin) =ldn) mit n=max{ab) | , (39)

welche auch bei sehr grofien Zahlen nur wenig Iterationen und damit giinstige Rechenweiten garantiert.

Beweis von Gl. (38): Mit a = b, folgt unter Beachtung der folgenden Fallunterscheidung die Behauptung:

fiir b > a/2 und g=1 folgt r=a-b<a/2 ,
fiir b <a/2 undwegen 0 =r<b folgt r<a/2 ,
fiir b=a/2 folgt +=10 ek

Das folgende Zahlenbeispiel soll den Sachverhalt verdeutlichen. Mit @ = 217, liefert die Division a/b durch alle Zahlen
0 < b < aeinen Rest + = a mod b, welcher kleiner ist als a/2:

b|21ﬁ 215 ... 109 108 107 ... 73 72 71
*.r'l 1 2 ... 108 1 3 ...7 1 4

Wegen ihrer Bedeutung soll die (G1. (36) und damit bei wiederholter Anwendung auch Gl. (37) bewiesen werden.
Beweis von Gl. (36): Durch Abspaltung des gréfiten gemeinsamen Faktors der beiden Zahlen a,b € Z. mit a > b erhiilt man:

— grﬂ‘
b = g-b |

mit

8= EET{’“:-IJ} = {ﬂ':-'b}
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und es gilt somit
(a',b) =1

Wegen a > b gilt auflerdem
a =
1. Notwendige Bedingung: Falls g Teiler von a und b ist, dann ist g auch Teiler von (a — b) und &
a—b=g-a'—g-¥ =pgla -¥)

2. Hinreichende Bedingung: Es gibt keinen gréfieren gemeinsamen Teiler.
Wenn « und ¥ keinen gréfleren gemeinsamen Falktor haben als 1, dann haben auch & und o' — ¥ keinen gréfleren
gemeinsamen Faktor als 1, d.h. es gibt keinen gréfleren gemeinsamen Teiler von (a — b,a), als von (a, b).

Die kanonische Primfaktorzerlegung von a und b, mit a.b € IV und a, b > 1, ist eindeutig ([11]):

o N L R Pr

wobei die ;. b; Primzahlen sind und p;, q; = 1, fir alle 4.
Wegen (a', 1) = 1, folgt {ai} N {8} =0 (die Schnittmenge ist die leere Menge).

Aus
({ai} n{&HN{&}) = {ai} n {t} =0
gem.  Faktbo-
rem von o, b

folgt

(@ -¥¥)=1 ,

d.h. es gibt keinen zusiitzlichen gemeinsamen Faktor von § und a' — &', Man kann nur einen gemeinsamen Faktor
{a' — b') vor die Klammer ziehen, wenn er sowchl in a' als auch in b’ enthalten ist, d.h. wenn {al} N {8} # 0. @
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4 Der erweiterte Euklid’sche Algorithmus

Ansgangspunkt fiir die sich anschliefenden Uberlegungen sei das folgende

Problem: Gegeben selen swel positive ganze Zahlen m, n. Berechne den grifiten gemeinsamen Teiler d = ggT (m, n)
und zwei ganze Zahlen a, b, welche die folgende Gleichung erfiillen (wobel wir voraussetzen, dall die Zerlegung

gilt):
d=a-m+b-n . (41}

Dieses Problem Lifit sich mit Hilfe des erweiterten Euklid’schen Algorithrms lisen, welcher durch die folgende Anweisungsfolge
definiert wird:

Al Initialisieren

Setzea' — b+ 1, a+ U 0, ct—m d+—mn.

A Dividieren
Zerlege ¢ gemifl ¢ = gd + 7 (wobei 0 < r < d) und bestimme g und + mit Hilfe von g = cdivd und r = cmod 4 .

A% Rest abfragen
Falls r = 0= d =am + tm und Ende des Algorithmns.

Adr Wiederholen
Setzec+—d, de—r, t+— o, a' +—a a+—t—qga t+—V, Vb bt —gb. /

{Gehe wuriick nach A2 .

Abb. 2 verdeutlicht graphisch in Form eines Ablaufdiagramms die Anweisungskette.
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Al: a+0,a +1 c+—m
b1 0+0 de—n

A2: g+ edivd
74— ¢ modd <"/

Ad: c+—d, d+—T
tea', d+—a,a+—t—ga
te=W, Vb be—i—gh q—

Abbildung 2: Ablaufdiagramm des erweiterten Euklid'schen Algorithmns
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Beispiel 4.1:  Gegeben: m = 963, n = 657, gesucht: d = ggT{m. n) und ganze Zahlen a,b, welche d = am + bn erfiillen.
Der Algorithmus liefert die folgenden Ergebnisse:

a a i) b c dg 7T

1 0 0 1 963 657 1 306

0 1 1 -1 657 306 2 45

1 -2 -1 d 306 45 6 36

-2 13 J 19 45 a6 1 9
13 —-15 —-19 22 16 9 4 0 S5TOP

und somit 9 = ggT (963, 657) sowie (—15) - 963 + 22 - 657 = 8845 — 8816 = 9.

Gemifl GL (37) gilt die Reduktion

ggT(m,m) = (m,m) = (m—gq-m,n) m>n . (42)
Damit lifit sich wie beim einfachen Euklid schen Algorithmus die Vorgehensweise nachvollziehen und wir erhalten
m n Ty =m—gy T Ta=T gy Ty
(963, 657) (963 — 1- 657, ﬁﬁ?: = (306, 657) Ilﬁﬂfi 657 — 2 306) = (306, 45)

TE=Ti—g&TE T3 Ty Ti=TI— TR

(306 6. 45, 45) = (36,45) = (36,35 — 1. 36) = (36,9)

TE=TE—§i T4 Ti

— (36-2.9,79)=(0,9)=9 , (43)
also demnach d = vy =9, da r5 = 0. Durch riickwirtige Auflisung dieser Gleichungen erhiilt man

d=9 = 45-36
= 45— (306 —45-6)
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—306+7- 45

—306 + 7(657 — 306 - 2)

7657 —15. 306

7 -657 — 15(963 — 657)

—15-963 + 22 -657 (44)

woraus sich nun unmittelbar die ganmahligen Unbekannten a, b sur Lisung der linearen Gleichung ablesen lassen

d=a-m+b-n=(-15)- m+22-n | . (45)

Man kann nun allerdings feststellen, dafi dies nicht die einwige Lisung ist, sondern dafl man daraus unendlich viele Lisungen
a', b ableiten kann:

ad = -15+67T k VkeZ (46)
b = 22-063-k . (47)
So erhilt man = B. fiir k = 1 die Lisung
d = —15+657 =642
B = 22-963=-941 ,

und damit
9= 642 963 — 941 - 657

Wir werden auf diese allgemeine Lisung spiter noch zuriickkommen,
Wir wollen min die exemplarische Vorgehensweise des erweiterten Euklid’schen Algorithmns im obigem Zahlenheispiel verall-
gemeinern. Die fortgesetzte Zerlegung 1afft sich mit den im Zahlenbeispiel bereits verwendeten Variablen wie folgt aufschreiben,
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wobel wiederum angenommen wird, dafl r5 = 0 den Algorithmus beendet

m
7
T
(#) 72
T3

= M- +7™
= 72+
= Ta:f3+m3
= T3:Q4+T
- a0

TS

D<r<n

n\'-:'i"g{'?']

n{:'i"g{:'?'g {48}
n{:'i"q{:'?'g

und damit: d = (m,n) = ry

Die letzten beiden Zeilen lassen sich allgemein bei Abbruch wegen r;;; = 0 wie folgt formulieren:

Tia Tio1 —|-'F'J; 0 < Ty = Ti-1 49
'i"J;_] rj-qj+]+ﬂ { .}
Versucht man man GGl. 48 wiederum riickwiirts anzulésen, wobei man bei der vorletzten Zeile (#) beginnt, =0 erhilt man:
Tqa =d = T9— T3l

= T2 — (71 — Tags) (

= 12l +qaqa) — qum

= (n—71q2)(1+ g3q4) — q@r

= {1+ @) — g+ g2 + 20304

= n{l+ga)— (m—np)(a + ¢+ Gha)

= n{l+q@ + @+ qsga+ Qigegaqs) — M@ + @ + 203qa) (50)

Aus dieser unitbersichtlichen Formulierung it sich nicht ohne weiteres ein allgemeingiiltiger, peschlossener Ausdruck ableiten.
Wesentlich einfacher ist es, eine rekursive Auflisung #zu finden. Dazu wird angenommen, dafi ein Abbruch des Algorithmus bei
r; = 0 eine dazugehirige Lisung a;_1, b;_; besitzt. Man fithrt nun rekursiv eine Lisung mit Abbruch bei r; = 0 auf die Lisung
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fiir einen Abbruch bei r;_; = 0 zuriick. Man erhilt:

Fiir ry =10 : m—nqlﬁd—kg_,m+\_‘lﬂrn—n
n] b
Firrg=0: d=r=_1 -m+(—q)n
iy b,
Firrg=0: d=ra=n—rip="n—glom+nb)
~ (a0 — q20:) m+ (by — @aby)
a b
Fiir ry =0: d=r3= (@ —qaaz) - m+ (b — ba) 1 .
o by
oder allgemnein
4 =3 — g1 3 bi=bia — b t=23,...
mit: ag=0 a4 =1 ;o =1 = -
Es gilt aufferdem _
biﬂi+]_ﬂibi+]_{_1}1 fir i20 s

sowie (a;, &) = 1.

Diese Formeln lassen sich mit Hilfe der vollstindigen Induktion beweisen.
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In Anlehnung an Zahlenbeispiel 4.1 sei die rekursive Lisung noch einmal aufgeschrieben. Aus r5 = 0 ergibt sich die Losung
a= ay, b= by. Mit den folgenden Zerlegungsquotienten ¢ = 1, g = 2, 5 = 6, g4 = 1 ergibt sich:

i=2: da=dag—qa-1 ba=bg—qa-by
—0—q=-2 =1-2.(-1)=3

it=43: a3 = — g3 as by=10 —q3-ba (54)
=1-6-(-2)=13 = —-1-6-3=-19

i=4: a=aq4=a;— -3 b=by=b—qs-b3
=-2-1-13=-15 =3-1.(-19)=22

An dieser Stelle s0ll der Zusammenhang einer fortgesetzten Zerlegung mit einem Kettenbruch erwihnt werden. Die Menge
der Quotienten {g;} definiert eindeutig den Bruch m/n. Es gilt nimlich

m + o + 1 N 1
i @ T & nir I
g2+
™ 'Jr'i"g
no_ o .m
o @t (55)
b T3
- —_ _|_ P
- . T
und schliefllich
M + 1
— —_ q] 1
it
B+ I
i3 +
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1

’Qj—]"‘%
= (q+1/(@+1/(a+1/(.../(gia+1/g)...)))

= {qlr-qﬂ:-“wq:‘—]:-Qj} s

(56)

wobei mit den spitzen Klammern eine symbolische Schreibweise fiir den Kettenbruch gewihlt wurde. Jede rationals Zahl besitzt
einen endlichen Kettenbruch. Der Euklid'sche Algorithmus bricht demnach auch nach endlich vielen Schritten ab. Jede rationale

Zahl kann genau auf zwei Arten als Kettenbruch dargestellt werden, nimlich

m
; = {qlr"ﬂ:-'“:-ﬁ—hﬁ} = {QJ:-"H:-“':-Q'J‘—I:-'@':‘ —1,1}

Beispiel 4.2: Kettenbruch einer rationalen Zahl Es gilt

51
2 (23,7 = (23,61
N D=6
1 1
24— =2+
i
{357} 3_|__
7
1 1 1
- =2 =2 ——
(3,6,1) 34— 3+ —

(6,1} 641

Bei irraticnalen Zahlen hingegen, bekommen wir einen unendlichen Kettenbruch ([11]), also z.B.
Vv2=1(1,2,2...)
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