Diophantische Gleichung und der erweiterte Euklidsche
Algorithmus

1 Diophantische Gleichungen

Eine Gleichung

flabc,..)=0 ()
fiir die nur ganze Zahlen als Lisungen gesucht werden, heift diophantische Gleichung. So hat z.B. die quadratische Gleichung
- a+ =7 (2)
unendlich viele ganzzahlige Losungen a, b,c , so z.B.
a b ¢
512 13 ®

Fiir die allgemeine nichtlineare Gleichung

(4
existiert bis in jingster Zeit lediglich die Fermat'sche Vermutung!, welche besagt, da fiir n > 2 keine ganmahligen Lésungen
existieren. Erst 1994 Zeit ist es dem Mathematiker Andrew Wiles gelungen, dafiir einen Beweis anzugeben.

Wir wollen uns hier mit dem einfacheren Fall der linearen Diophantischen (leichung beschiftigen. Gesucht sind ganzzahlige
Lésungen a. b fiir die Gleichung

am+bn=c abmmnceZ | . (5)

"Pierre de Fermat, 1601-1663; er schrieb 1637 in einer Veréffentlichung, daB er einen elegenten Beweis gefunden hitte, doch der Rand sei zn schmal
um ihn hier niederzuschreiben
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Beweis von Andrew Wiles: 1994 (Buch von Simon Singh: Fermats last theorem)
e TTeS. YOR "

(f“'l;”

Es kann gereigt werden, daf diese Gleichung dann und mr dann Lsungen besitat, wean

‘g_g'/I‘—(l'n,n)\c s (6)

d.h. (m,n) muBl Teiler von ¢ sein. Teilt man G1. 5 durch (m, n), so erhilt man

[ am’ + b’ = ¢ } )

T(m',n') = 1|¢ . (8)

Diese Gleichung ist lésbar, fiir

Zuniichst betrachten wir die vereinfachte Gleichung
aym’ +hn’ =1 mit (m',n')=1 . (9)

Mit Hilfe des erweiterten Euklid'schen Algorithmus lassen sich dafiir Lisungen a;,b; finden. Damit erhilt man aber auch
Lésungen fiir die Gln. 7 und 5:

(10)
Aus dieser Basislosung lassen sich mun aber belicbig viele Losungen ableiten ([11]), nimlich
—_—
a = a+t-n' teZ
¥ o= b—t-m | (11)
was einfach wie folgt zu bestitigen ist:
(a+ ') + (b — tm')n’ = am’ +bn' +tn'm’ — tw'm’ =¢ . (12)
—_—
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Beispiel 1.1:  Zu lisen sei die lineare Diophantische Gleichung

a-J54b-10,=2% . (13)
Wegen (15, 10) = 5[25 existiert eine Lésung. Durch Division mit (15,10) = 5 erhalten wir
a-3+b-2=5 , (14)
und die vereinfachte Gleichung
@ 34b2=1 . 15
Mit dem Euklid’schen Algori . oder wie hier unmittelbar zu sehen ist, erhalten wir die Lésung a) = 1, b, = —1 und daraus
(16)
Nach GL. 11 ergeben sich weitere Lésungen zu
l o = a+tn’ =5+t-2 , amn
¥ o= b—tm' =-5-1-3 , (18)

und damit auszugsweise

a |3 -1 3 5
v 7 4 -2 -5

—
a b e IV

Hiiufig ist es notwendig natiirliche Lésungen o', § « IV zu finden. Aus abiger Tabelle kiinnen wir die Existenz einer natiirlichen

Lésung erkennen. Man kann zei, t o ‘mindestens eine natirliche Lisung zu finden
(m,n)le und (mmjc>a-b . (19)
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2 Uber die Zerlegung ganzer Zahlen
Die folgende Zerlegung von Zahlen ist von grundlegender Bedeutung.

Definition 2.1: Zerlegung ganzer Zahlen ([7]) (a,m,q,r € Z, m # () Fine ganze Zahl a kann eindeutig dargestellt
werden als ganzzahliges Vielfaches (g = Z) einer zweiten Zahl m und einem Rest -

(20)
it
0<r<m fiir m=>0 (21)
0zr>m fir m<0
Die beiden Unbekannten q und v ermitteln wir durch eine ivision sowie eine Reduktion modulo m:
¢ = |a/m|=adivm  Quotient (ganzz Anteil)
r = amodm Rest (a modulo m)
(22)
= a—m-|afm]
= a— mla divm)
und somit:
a=m-|afm]|+({amodm) . (23)
Mit der Operation div wird die Ganzzahldivision bezeichnet; sie steht typischerweise bei Rechnern als Maschinenbefehl zur
Verfiigung.
Fiir den Sonderfall m = 0 fiihrt die Zerlegung auf
a=0-g+r
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was erfiillt wird fiir:

qeZ belichig und r=a . (24)
Dies fiihrt auf die Definition
amod0=a . (25)
-

Beispiele fiir die Reduktion modulo m:
Tmod5=2; 15mod5i=0; amodl=0
—2mod3=1; 5mod-3=-1; —8mod-3=-2
Fiir die Ermitthing des Restes durch Anwendung der Reduktion modulo a auf arithmetische Ausdriicke gelten die folgenden
Regeln. Dafiir soll abgekiirzt die Schreibweise -

<@ >pi=amodm (26)
eingefithrt werden. Damit gilt:
<atbrn = <<aPpt+<bEn>m (27)
Ca-—b>, = <<aB, - <bEua / (28)
< by = <<adp <b>n>n (29)

Beweis von Gl. (27): Fiira=k-m+ag, und b=1.m + by mit vk, { = Z folgt:
—
<atbzp=<(k+lm+as+ b >n=<ag+h >n=<<a>n + <b >p>, b
Beweis von Gl. (29): Fiira=k-m+ag, und b=1.m + by mit ¥k, { = Z folgt:
Pl Sy

<a bz, = <(km+ag)-(Im+by) >m=< kim? + kbgm + lagm + aghy >m
= < (Km+ Ky + lag)m + aghy >m=<< a >p - < b Zpom &
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3 Der Euklid’sche Algorithmus

Eingabewerte: #wei positive ganze Zahlen m, n
Ausgabewert: Der grifite gemeinsame Teiler der beiden Zahlen, ggT(m, n)

Der Algorithmus kann durch die folgende Anweisungsfolge definiert werden:
Al: Dividiere m ganszahlig durch n und bezeichne den entstehenden Rest mit r .

A2 Falls r = 0= ggT(m,n) = n und Ende des Algorithmus.
Al Setze m +—n, ne—rT .

A4: Gehe muriick nach A1 .

Zahlenbeispiel: Gegeben: m = 119, n = 544, gesucht: ggT(m,n) =

mfn =119/544 = r + 119
£

m <+ 54, n+ 119

mfn =544/119 =4 + 68/119 = r 68
£

m 119, n + 68

mfn =119/68 = r + 51

r#0

m + 68, n + 51

mfn=68/51 = r 17

T#0

m+ 5l 17
mfn=51/1T=r+0
£&T(m,n) = n = 1T = STOP @

Abb. 1 verdeutlicht graphisch in Form eines Ablaufdiagramms die Anweisungskette.
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Abbildung 1: Ablaufdiagramm des Euklidschen Algorithmus
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Euklid’scher Algori Der grisfite gemei Teiler scll mit runden Klammern wie folgt abgekiirzt werden:
(a,b) == ggT(a,b) . (30)
Sind zwei Zahlen teilerfremd oder relativ prim, so gilt
(ab)=1 , (31)

andernfalls 148t sich ein gemeinsamer Faktor kiirzen, so z.B. bei:

2 A4 4

B A5 5 ° (52)
Fulls ein gemeinsamer negativer Fuktor existiert, dann auch der entsprechende positive Wert, und deshalb erhalten wir
(@b)>1 abeZ (auberfira=b=0) . (33)
Somit gilt offensichtlich anch
(a,a) = (a,0) =[a| . (39)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wollen wir nichtnegative ganze Zahlen betrachten a,b € Z» mit a > b und wir erhalten
aufbauend auf GI. 20 die folgende Zerlegung:

a=b-qg+r mit0<r<b . (35)

Die Grundlage des Euklidschen Algorithmus besteht in der Reduktion des grifiten gemeinsamen Teilers weier Zahlen auf zwei
Kleinere Zahlen durch Differenzbildung oder Frmitthing des Restes gemaf:

1 (ab) = (a—bb < (36)
2 (ab) = (a—b-g,b)=(rnb) (37)

1

NG 1T 3 DER EUKLID

CHE ALGORITHMUS 9

H BURKHARDT, MUSTERERKE.




Aufbauend auf GL. (37) kann nun gezeigt werden, daf sich der Zahlenbereich bei jedem Reduktionsschritt halbiert. Fiir a > b
gilt nimlich:

0<r<a/? . (38)
Daraus folgt eine duflerst giinstige Komplexitit des Euklidschen Algorithmus von nur

‘t(n)—()(ldn) mit % = max(a, ) (39)

welche auch bei sehr groflen Zahlen nur wenig Iterationen und damit giinstige Rechenzeiten garantiert.

Beweis von Gl. (38): Mit a > b, folgt unter Beachtung der folgenden Fallunterscheidung die Behauptung:

fir b>af2 und g=1 folgt r=a—b<af2
fir b<af?2 undwegen 0<r<b folgt r<a/2
fir b=af2 folgt r=0

Das folgende Zahlenbeispicl soll den Sachverhalt verdeutlichen. Mit a = 217, liefert die Division a/b durch alle Zahlen
0<b< acine Rest r =a mod b, welcher klciner ist als a/2:
bl!lﬁ 215 ... 109 108 107 ... 73 T2 71
Pl 1 20108 1 3.7 14

Wegen ihrer Bedeutung soll die G1. (36) und damit bei wiederholter Anwendung auch Gl. (37) bewiesen werden.
Beweis von Gl. (36): Durch Abspaltung des grafiten gemeinsamen Faktors der beiden Zahlen a,b & Z; mit a > berhilt man:
a = g-d

5= gt

9=ggT(a,b) = (a,8)

und es gilt somit

Wegen a > b gilt auBerdem

(a't) =1

a'>b

1. Notwendige Bedingung: Falls g Teiler von a und bist, dann ist g auch Teiler von (a — b) und &

a

=g-a'—g-§ =gl -¥)

2. Hinreichende Bedingung: Fs gibt keinen gréfieren gemeinsamen Teiler.
Wenn « und ¥ keinen grferen gemeinsamen Faktor haben als 1, dann haben auch & und @’ — ¥ keinen grifieren

gemeinsamen Faktor als 1, d.h. es gibt keinen groferen gemeinsamen Teiler von (a — b,a), als von {a, ).

Die kanonische Primfaktorzerlegung von @ und b, mit a,b ¢ IV und a,b > 1, ist eindeutig ([L1]):

wobei die a;, b; Primzahlen sind und py, q; > 1, fiir alle i.
Wegen (', 1) = 1, folgt {al} 0 {#} = D (die Schnittmenge ist die leere Menge).

Aus
(e} N{ED AN = {a} N {8} =0
gem. Fakto-
ren von o, b
folgt
(¢ -¥b)=1

(40)

{a’ — ') vor die Klammer zichen, wenn er sowohl in o als auch in b’ enthalten ist, d'h. wenn {a}} 1 {8} # 0.

d.h. es gibt keinen zusiitzlichen gemeinsamen Faktor von ¥ und a’ — &', Man kann nur einen gemeinsamen Faktor j
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4 Der erweiterte Euklid’sche Algorithmus
Ausgangspunkt fiir die sich anschlieBenden Uberlegungen sei das folgende
Problem: Gegeben seien zwei positive ganze Zahlen m,n. Berechne den gréfiten gemeinsamen Teiler d = ggT (m, n) 9
und zwei ganze Zahlen a, b, welche die folgende Gleichung erfiillen (wobei wir voraussetzen, daf die Zerlegung
gilt): Al: a0, d 1 cem
d=a-m+b-n . (41) be1L ¥+ 0 den
Dieses Problem 1t sich mit Hilfe des erweiterten Euklid’schen Algorithmus lisen, welcher durch die folgende Anweisungsfol ge
definiert wird:
AlL: Initialisieren <]_/
Setzea' b1l al 0, ctm den.
A2: Dividieren
Zerlege ¢ gemilfl ¢ = gd + + (wobei 0 € r < d) und bestimme g und r mit Hilfe von g = ¢ divd und r = cmod d .
A3: Rest abfragen
Falls 7 = 0= d =am+ bn und Ende des Algorithmus.
A4 Wiederhalen A cedider
, . ta', d+a,a+—t—qa
Setzeci—d, de—r, t ', @' 0, et i—qa iV, Vb bt —gb. te b, Wb bt—gb q._
Gehe muriick nach A2 .
I |
Abb. 2 verdeutlicht graphisch in Form eines Ablaufdi die Anweisungskette.
Abbildung 2: Ablanfdiagramm des erweiterten Euklid’schen Algorithmus
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Beispiel 4.1:  Gegeben: m = 963, n = 657, gesucht: d = ggT(m,n) und ganze Zahlen o, b, welche d = am+ bn erfiillen.
Der Algori liefert die folgenden Ergebni

d e« ¥ b e dg 7

1 0 (1] 1 963 657 1 306

0 1 1 -1 657 306 2 45

1 -2 -1 3 306 45 6 36
-2 13 3 —19 45 36 1
4

9
3 —-15 -19 22 36 9 0 STOFP

und somit 9 = ggT(963,657) sowie (—15) - 063 + 22 - 657 = 8845 — 8316 = .

Gemif GL (37) gilt die Reduktion

gaT(m,m) = (m,n) = (m—gq-n,n) m>n . (42)
Damit 1fit sich wie beim einfachen Euklid‘schen Algorithmus die Vorgehensweise nachvollziehen ind wir erhalten
m n n=m-gn  n n e
g P ey T
(963,857) = (963 — 1-657,657) = (306,657) = (306,657 — 2 J06) = (306, 45)
n= g T o m=raars

by o R
= (306 —6-45,715) = (36,45) = (36,15 — L. 38) = (36,9)
=g

- (3-1-5,9)=(0,9)=9 , (43)
also demnach d = ;= 9, da 5 = 0. Durch riickwirtige Auflésung dieser Gleichungen erhilt man

d=9 = 4536
= 45— (306—45-6)

= —306+7-45
= —306+ 7(657 — 306 - 2)

= 7.657—15.306

= 7.657 — 16(963 — 657)

= —15-963+22.657 , (44)

woraus sich nun unmittelbar die ganzahligen Unbekannten a, b mur Losung der linearen Gleichung ablesen lassen

d=a-m+b-n={(-15)-m+2.-n | . (45)

Man kann nun allerdings feststellen, dafi dies nicht die einzige Lasung ist, sondern dafi man daraus unendlich viele Lésungen
' ableiten kann:

o = —154657-k VkeZ (46)
¥ o= @063k . (47)
So erhilt man 2.B. fir k = 1 die Losung
d = —15+657=642
¥ o= 22-963= 941

und damit
9 =642 963 — 941 - 657

Wir werden auf diese allgemeine Lisung spiiter noch zuriickkommen.
Wir wollen nun die exemplarische Vorgehensweise des erweiterten Eullid’schen Algorithmus im obigem Zahlenbeispiel verall-
gemeinern. Die fortgesetate Zerlegung Lt sich mit den im Zahlenbeispiel bereits verwendeten Variablen wie folgt aufschreiben,
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wobei wiederum angenommen wird, dafi 75 = 0 den Algorithmus beendet fiir einen Abbruch bei 7,y = 0 zuriick. Man erhilt:
m = "-qtn O<m<n Firm=0: m=npy=d=_0 m+_1 n=n
n = D<rm<n - s
o= D<ry<r 48 ; e e
() o= Deriers (48) Firry=0: d=r=_1 m+(-q)n
ry = und damit: d = (m,n) =ry o“ by
Firrg=0: d=ry=n—rig=n—glaym +nh) (51)
Die letzten beiden Zeilen lassen sich allgemein bei Abbruch wegen 741 = 0 wie folgt formulieren: = (g — quar) m+ (b — @aby) m
o b
T2 = mgg T 0 <ry <7 7 Firrg=0: d=ry= (a1 —gaa;) m+ (b — @b) m
i1 = Tirg+0 Py b
oder allgemein
Versucht man man Gl. 48 wiederum riickwiirts auzulsen, wobei man bei der vorletzten Zeile (+) beginnt, so erhilt man:
re=d = ra—rq @G =0 2—qai1 ; bi=bia—gb, 1=2 (52)
= 72— qu(r —aqs) mit: a=0a=1 ; h=1Lb4=-q
= rall+gsm) —qn
= (n—rg)(1+gs9d) — am s gilt auferdem
= n(l + @) —rilgs+ g2+ gaqa04) baga —aba = (—1)° fir i>0 (53)
= al+gq) - (m—np)a+e+asa) sowie (as,4) = 1.
= n(l+qq +an +Gn+ 0ed) - me +a+aag) - (50) Diese Formeln lassen sich mit Hilfe der vallstindigen Induktion beweisen.
Aus dieser uniibersichlichen Formulierung |48t sich nicht ohne weiteres ein allgemeingiltiger, geschlossener Ausdruck ableiten.
Wesentlich einfacher ist es, eine rekursive Auflésung zu finden. Dazu wird angenommen, dafl ein Abbruch des Algorithmus bei
;= 0 eine dazugehbrige Losung a; 1, b1 besitat. Man fiihrt nun rekursiv eine Losung mit Abbruch bei r; = 0 auf die Lésung
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In Anlehnung an Zahlenbeispiel 4.1 sei die rekursive Lisung noch einmal aufgeschrieben. Aus r5 = 0 ergibt sich die Lisung
a= a4, b= bs. Mit den folgenden Zerlegungsquotienten ¢ = 1, ¢ = 2, g3 = 6, qu = 1 ergibt sich:

i=2: aG=ag—q2-1 ba=lh—qa b
=0-q=-2 =1-2.(-1)=3

i=3: a3=a1 —q3-aa b=t —q3-b 51)
=1-6-(-2)=13 =-1-6-3=-19

i=4: a=m=a—q-a b=bi=t—qubs
=-2-1.13=-15 =3-1.(-19)=22

An dieser Stelle soll der Zusammenhang einer fortgesetaten Zerlegung mit einem Kettenbruch erwihnt werden. Die Menge
der Quotienten {g;} definiert eindeutig den Bruch m/n. Es gilt nimlich

mo_n_ L
5 h 5 Ll i it —
g2+
mi/ra
b
o e+ (55)
n T3
L LS
T2 e T2
und schliefllich
m e 1
— =&
1
n — :
a+
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1
1
qi1+—

= lp+1/le+1/(s +1f(--,-r’(?;—1 +1/g;)-- )

= {092 G190 (56)

wohei mit den spitzen Klammern eine symbolische Schreibweise fir den Kettenbruch gewihlt wurde. Jede rationals Zahl besitzt
einen endlichen Kettenbruch. Der Euklid’sche Algorithmus bricht demnach auch nach endlich vielen Schritten ab. Jede rationale
Zahl kann genau auf zwei Arten als Kettenbruch dargestellt werden, nimlich

m

Pl TR RN DR N YR T RV (57)

Beispiel 4.2: Kettenbruch einer rationalen Zahl  Fs gilt

51
= 2,3,7) = (2,3,6,1
n 23,7 =1 }

1 1

24 =24+ —

[EX

1 1 1

m—wrﬁ—prﬁ (58)

MERTEY) ST

Bei irrationalen Zahlen hingegen, bekommen wir einen unendlichen Kettenbruch ([11]), also z.B.
V2={1,2,2,..) . (59)
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