Affininvariante Fourierdeskriptoren

Gesucht: eine Verallgemeinerung
der zuvor eingeftinrten ahnlichkeits- ‘

Invarianten Fourierdeskriptoren
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Geometrische Transformationen
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Reelle, vektorielle, parametrische
Beschreibung einer geschlossenen Kontur

X(t) L5~

oty

0=

Mogliche Parametrisierung:
t=s (Bogenlange
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Affine Abbildung einer Kontur

X(t) = AX°(t(t°)) +b

—_—

mit; Az{A'll A"Z} b:{bl} det(A) =0
Ay Ay, b,

Zusatzlich Aufpunktverschiebung:
t(t°, 7)

Falls Bogenlange alg Paramterisierun%
verwendet wird:  t(t°, ) =t(t° +7¢
Damit ergeben sich insgesamt 7 Freiheitsgrade

fiir die affine Abbildung!
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Aquivalente Strukturen

* In der Aquivalenzklasse ahnlicher Abbildungen mit der
Aquivalenzrelation ~ gilt:

Kreisl ~ Krels2
Kreis ~ Ellipse

Parallelogramm ~ Rechteck ~ Quadrat
* In der Aquivalenzklasse affiner Abbildungen hingegen

gilt:
Kreis ~ Ellipse j — | |

Parallelogramm ~ Rechteck ~ Quadrat

aber: Kreis ~ Quadrat
s -
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Entwicklung der Kontur als periodische
Funktion in eine Fourierreihe

() =| O

v(t)_

K=+00
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mit dem komplexwertigen Fourierkoeffizientenvektor:

X, = =1
Kk Vk T

| S—

- _ t
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X(t)e—jZﬂkt/T dt

0
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Wahl einer Parametrisierung, welche eine lineare
(homogene) Abbildung t °—t unter der Wirkung der
affinen Abbildung A garantiert

t(t°, A) = u(A)-t°

Diese Forderung wird von der Bogenlange nicht erfullt!
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Nichtlineare Abbildung Uber die
Bogenlange bei Scherung der Objekte

N

horizontale
Streckung

vertikale
Stauchung




Wahl einer geeigneten
Parametrisierung

1. Mdglichkeit: Verwendung von Differentialinvarianten zweiter
Ordnung in Form der affinen Lange. Bendtigt werden:

5]

2. Moglichkeit: Verwendung von Differentialinvarianten 1. Ordnung
und zusatzliche Normierung durch den Flachenschwerpunkt x,
(semidifferentieller Ansatz). Benotigt werden:

[ XX
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Das Aussenprodukt und seine
geometrische Bedeutung

Das AulRenprodukt zwischen zwei Vektoren [x,y] ist eine
(vorzeichenbehaftete) reelle Zahl, welche betragsmassig der
Flache des eingeschlossenen Parallelogramms entspricht (oder: 2
mal der Dreiecksflache)

AuRenprodukt:
X
X,y ] =det(x,y) = oh =(X1y2—Xzyl):”X””y”Sin((”) /? F
X2 y2 ¢ 7 y
[xy]=2-F,

m h=|x||sin(e)
L

y Fy =[y[-h/2=4]y]Ix|sin(e)
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Ergebnisse aus der Differentialgeometrie

Wir leiten eine Parametrisierung t geeignet aus der Bogenlénge s ab.

Fir eine analytische Kurve (beliebig oft stetig differenzierbar) gilt mit Hilfe des
Aussenproduktes [X,y]:

dt(s) = ‘2”+1\)/[x(”) X }ds _ (2”+1\)/ [Axo(n) AXY }ds

— (2n+1) ‘A (2n+1\)/|:x0(”) Xo(”+1) :|dS n>1
ﬂErA) ) ;{o ’
. d"x
mit: x™ =—
ds

= | dt=gu(A)-dt’°
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1. Mdglichkeit: Verwendung von Differentialinvarianten zweiter

Ordnung in Form der affinen Lange

t = j3 [x,%|ds affine L&nge

C
dx(s)
ds

mit: X=

(s £ Bogenlinge)

es gilt: j [xxds_ f\/x x

\C ~ J ,Ll(A) \

tO

und damit: [t = 3[Alt° = u(A)°

Problem bei Polygonziigen: entlang von Geraden verschwindet
zweite Ableitung und in den Eckpunkten ist 1. Ableitung

unstetig und damit die zweite Ableitung nicht definiert!
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2. Maoglichkeit: Verwendung von Differentialinvarianten 1.
Ordnung und zuséatzliche Normierung durch den
Flachenschwerpunkt x, (semidifferentieller Ansatz)

Man verwendet die von dem vom Schwerpunkt ausgehenden Zeiger an
die Kontur Uberstrichene Flache zur Parametrisierung
(AuBenprodukt zwischen Zeiger und Tangentenvektor)

dF = a(A)-dF°
— det(A) - dF°

wegen: =|A j [XO — X, X, jds
det(Ax, Ay) = det(A - (x,y)) = det(A) - det(x, y) c .
= [Ax, Ay | =det(A)-[x,y] = p(A)-F° = u(A)-t°
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Die Wirkung der Translation wird eliminiert, wegen der Normierung
auf den Flachenschwerpunkt!

Es gilt: Die affine Transformation bildet Flachenschwerpunkte
aufeinander und Flachen im konstanten Verhaltnis ab!

Das Aullenprodukt ist vorzeichenbehaftet! Um Mehrdeutigkeiten
bel der Parametrisierung zu vermeiden wahlt man den Betrag
des Flachenzuwachses |dF| und damit eine monoton
wachsende Parametrisierung!
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Affininvariante Fourierdeskriptoren von
Polygonzigen

Flachenelement




Affininvariante Fourierdeskriptoren von

Polygonzigen
Flachenschwerpunkt des gesamten Polygonzugs:
det(X; ,Xi1)
N-1 A
[Xi’Xi+l](Xi +Xi+1) Z(ul i+1 |+1V )(X +X|+1)
st%uzo N1 :% N1
Z[Xi’xm] Z XI’XI+1

=0

0
Parameter: tO =0
ti+1

i=0,1....N-1 [T=t,

i |+l |+1

U U — U,
X = ’ :X_XS:
v V-V,
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Fourierkoeffizienten

B N 1
XO — :| = % |+1 + X )(t|+1 i)

|:O

_U |+1 _X’)
Xy = i V, } (Zﬂk) Z (ek,i+1 _ek,i)(l_ ot —1))

(t|+1_t)
27fk Z(XI+1 X)ek|§(t.+1 t) fur k=0
mit: 6 =€ JZ;rkt T
St —t)= {1 falls t, =t (Flachenzuwachs=0)
0 falls t,#t

erster Teil transformiert stetige Anteile
zweiter Tell transformiert Unstetigkeiten
(Umschaltung durch 6-Operator)
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Fourierkoeffizienten affin verzerrter
Konturen

X(t) = AxX°(t° +7)+b
Xy = F(x(1))
Xy = F(X(t"))

daraus folgt:

X, =2"AX] k=0 (eliminiert Translation)

7 — e—j27zr/T
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A-Invarianten (t=0)

mit:
A, = det| X, X} | =det(A)-det| X7, X" | =det(A)- A},

daraus ergeben sich vollstandige und minimale Invarianten:

A det:Xk,X’;: _geteAfA(k’p U -V

Qk: kp: B « | 0o 0% 00*_13
Ao dEt_Xp’Xp_ MADP Ugvp -V,U,
p=const =0 k=+414%2,43,...
fur 7 = 0 ergibt sich hingegen:
Q =Q°. 7" :pr-z?J
muss noch eliminiert werden
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Zusatzliche Aufpunktinvarianz (t+0)

(spezielle LOosung zweiter Ordnung)

_ (k=p)A gy (k=p)7
Ik _ Qk(Dq (Dr

wobel:

Qk _ ‘Qk‘q)k _ ‘Qk‘ejafg(Qk)

Dabei sind (4, 77) ganzzahlige Losungen der
folgenden linearen diophantischen Gleichung:
A(Q—=p)+n(r-p)+1=0
eine LOsung existiert bei:
g9T(q-p,r—p)=1
(LOsung mit erweitertem Euklid-Algorithmus)

Diese Invarianten sind ebenfalls vollstandig und minimal!
Der Ansatz realisiert auch hier eine Kompensation der Phasen, welche
unbekannt sind modulo 2.
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also zum Beispiel:

r=7,0q=6,p=1
—-p=5
4P }ggT(5,6):1
r-p=6

= |A-9+1-6+1=0
erfullt fur: A=1,n=-1

. k-1 41—k
=, =Q &, D,

Auch hier erhdlt man aus den Invarianten eindeutig einen

Reprasentanten aus der Aquivalenzklasse, d.h. eine Kontur in einer

bestimmten Lage und Aufsicht!

Auch hier ergibt sich eine lineare Berechnungskomplexitat bei einer

konstanten Anzahl von Fourierdeskriptoren:
O(N)
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Eigenschaften der Fourierreihen

Da die parametrische Konturbeschreibung Unstetigkeiten enthalt
(Polygonabschnitt in radialer Richtung mit Flachenzuwachs 0)
streben die Betrage der FK nur mit 1/n gegen Null, also
langsamer als bei stetigen Funktionen.

|cn| R

T 1 N\ ~1/n

HHTM M XX
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Affininvariante Fourierdeskriptoren

a b C
o— ®
Fourierkoeffizienten Invarianten
n a b a b ¢
-5 0.107 0.004 0.146 -0.001 | -0.086 0.284 0.075 0.094 0.075
-4 -0.006 -0.034 -0.047 -0.058 | -0.086 0.311 0.057 0.084 0.057
-3 -0.036 -0.055 -0.001 -0.074 | 0.126 0.481 0.029 0.014 0.029
-2 0.283 -0.477 0.227 -0.490 | -1.560 0.392 0.315 0.290 0.315
-1 -0.263 -0.779 -0.178 -0.733 | -5.370 0.661 0.000 0.000 0.000
0 _— _— _— — _— — — —_— —
1 -1,120 -1,730 -1,090 -1,650| 0,743 -7,330 1,000 1,000 1,000
2 -0.024 -0.375 -0.064 -0.467 | 0.927 -0.751 0.229 0.252 0.229
3 -0.169 -0.104 -0.191 -0.096 | 0.702 0.030 0.104 0.111 0.104
4 -0.081 0.182 -0.063 0.175 | 0.476 -0.385 0.119 0.126 0.119
5 0.066 -0.020 0.057 0.014 | 0.046 -0.201 0.061 0.059 0.061
. {0 2 255 2 2 7 705 O} {3 2}
F =A-F mit: F=0,5 A=
O 0557 7 9 9 11 11 1 3
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Leistungsspektren von der Differenz
der Invarianten beider Obiekte

= B =
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Unterschied bel realer affiner Unterschied bel realen
Abbildung unter Beachtung Strukturveranderungen

des Quantisierungsfehlers
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