Die Klasse schneller, nichtlinearer,
translationsinvarianter Transformationen CT

Die Translationsinvarianz erhilt man dadurch, dass man fiir f; und f,
zweistellige kommutative Verkniipfungen fordert:

fl,z (Cl, b) = fl,z (bs a)

Beispiele:

RT QT MT BT
fi(a,b) a+b | a+b | max(a,b) |anb
fi(a,b)y  ||la=b| | (a=b)* | min(a,b) | avh

definiert fiir: | R R R I,
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Beweis der Translationsinvarianz fiir die Klasse
CT

Beweisidee: eine zyklische Permutation der Lange N kann in zwei zyklische
Permutationen der halben Linge zerlegt werden mit einer anschlieenden
Permutation der Elemente 0 und N/2:

0 o o] 171 [ (o111 [[371
1 0 . 1 0
2 2
. + 2 1 ! 2 + 11+
' 3 2
N/2-1|= N/2-1 T, 3 = 2 = = =|- -
N2 N2 | 4113 A 17
N/2-1 N/2-1 AR 4
: 6| |5 6 5
| N -1 ] | N -1 | _7_ _6_ | _7__ _-6—_
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Beweis der Translationsinvarianz fiir die Klasse

CT

Satz: Fiir die Klasse CT gilt:

7,(x)=%

Der Beweis erfolgt mit vollstandiger Induktion. Aufgrund der
Kommutativeigenschaft der beiden Funktionen £, und £, ergibt sich
die Behauptung fiir einen festen Wert von N=2, ndmlich:

T

7,(x) =

X

Xo

X
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Der Induktionsschluss wird durch den Ubergang von N/2 auf N ((n-1) —n ) gefiihrt.
Die Induktionsvoraussetzung lautet somit:

Fiir die Dimension N ergibt sich:

7(0)=

/>

LN/2-2>

Xn-15 XN /241
X0>Xn/2

X5 Xy /241

L Xn/2-20Xn-2 |

Xn-15Xn/2-1

X0>Xn/2

X5 XN 1241

X X

N-2 ] |

(1) (1)
T (X1|2 )= X
(1) (1)
T (Xz\z) Xop
FX.\" 215 XN
X0> Xy /2
VARETE:

N>/ kommutativ

e

LN/2-2>

N/2+1

L Xv/2-20Xn-2 |

X r2-15 XN

X0>Xn/2

X1 Xn /241

X X

~N-2] |

T

7.(x2)

7,(x

1)
22

)

] nach Vor. {

X

X

12

1)
22

]=

X

qed.
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Damit gilt insbesondere auch fiir 2 oder
k Translationen:

— —

7,(x) =7,(7,(x)) =7,(x) =X

bzw. auch: 7,(x)=X
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BT

x =[0,0,0,0] # =[0,0,0,0]
x =[0,0,0,1] % =[0,0,0,1]
x] =[0,0,1,0]

x =[0,0,1,1] #=[0,0,1,1]
+ =[0,1,0,0] %

x{ =[0,1,0,1] % =[0,1,0,1]
x, =[0,1,1,0]
x; =[0,1,1,1] £ =[0,L,11]
x! =[1,0,0,0]

x, =[1,0,0,1]

xi =[1,0,1,0]

X =[1,0,1,1]

xp, =[1,1,0,0]

xy=[1,1,0,1]

X, =[1,1,1,0]

x5 =[L,1,1,1] =[L1,11]

B-Transformation aller eindimensionalen Bindrmuster, fiir N=4
(Vollstindigkeit der Abbildung fiir N=4!)
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Diskussion der Eigenschaften der
R-Transformation

Fiir die R-Transformation gilt:

fi(a,b)=a+b
fo(a,b)=|a—b|
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Geometrische Interpretation der R-Transformation
fiir den zweidimensionalen Euklidschen Raum RR?

Fiir den zweidimensionalen Euklidschen Raum gibt es eine einfache geomet-
rische Interpretation der Wirkung der R-Transformation. Die Aquivalenz-
klasse erhilt man durch Spiegelung an der ersten Winkelhalbierenden.

Er(x3)
A
2%) ’.' X
gj\’(xl) }
' "Xl"* bi X, =T(X3)
o Xé:'cl(’ﬁ)
v -
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Invarianz durch Drehung des Koordinatensystems um
45° und Faltung der unteren Halbebene auf die obere
Fiir den zweidimensionalen Euklidschen Raum gibt es eine einfache geomet-

rische Interpretation der Wirkung der R-Transformation. Die Aquivalenz-
klasse erhilt man durch Spiegelung an der ersten Winkelhalbierenden.

:

72
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Drehung des Koordinatensystems um 45° und Faltung
der unteren Halbebene auf die obere

Drehung um 45°:
, . 1
x;=x,cos(w/4)+x,sin(x/4)= 5\/2(x1 +X,)

X, = —x, sin(z/4) +x, cos(7 / 4) =—%\/§(x, —x,)

Faltung auf die obere Halbebene durch x; — |x;| .Verzichtet man
auBerdem auf die Normerhaltung der Transformation, so erhilt man:

X =X +X, nidmlich genau die Definition der R-Trans-
formation fiir N=2. Die Vollstdndigkeit ist
offensichtlich: & (x) & X,

X5 :‘xl _xz‘

Die Faltung auf die obere Halbebene konnte anstatt der Betragsbildung
auch durch eine Quadratur erreicht werden (Q-Transformation): %, = (x, —x,)’
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Beispiel einer nicht vollstdndigen
translationsinvarianten Transformation

Dei notwendige Bedingung der Invarianz erhilt man durch Projektion
auf die 1. Winkelhalbierende:

es gilt: <X,y> = ||x||||y||cos((p)

X2
X2
X =X :%\/E(xl"i'xz)
7,(x,) Die notwendige Bedingung der
. T(%,) Translationsinvarianz wird er-
A fullt, aber nicht die Voll-
» stindigkeit.
X1
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Vollstandigkeit be1 der RT
Die RT ist im allgemeinen nicht vollstindig, so gilt z. Bsp. fiir N=4:
8] 3,5 ] [17]
3 d 7,5 folot: % — 9
X, = und: X, = olgt: X, =x, =
T 2~ 0,5 gl X, =X,
|1 [ 5,5 ] [ 1]
Man kann sich nun die Frage stellen, ob es noch weitere Vektoren gibt,
welche die gleichen transformierten Merkmale besitzen ?
33
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Die Abbildungseigenschaften fiir die Klasse RT der Dimension
N=4 konnen folgendermallen beschrieben werden:

Es gilt (ohne Beweis): ]IRT (Xl) = H(CT (Xl) \ ]I(CT (Xz)

mit: * + + * + * * +

]I([j7"(4x)=< > ” > > ” > > &

NS Md L5 %] L% L% ] X
>_X1— hXZ_ —X34 _X4~ - XS— hXGA _X7 &XS_‘
* +
. 4 —— ———
mit; [,("x)=T(x)UT (y(x))

Vereinigung von allen zyklischen Permutationen von x und allen zyklischen
Permutationen des gespiegelten Musters y(x).
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