Kapitel 5

Allgemeine Ansétze zur Berechnung
von Invarianten

H. Burkhardt, Institut fiir Informatik, Universitit Freiburg ME-], Kap. Sa

Die drei kanonischen Mdoglichkeiten zur Berechnung
von Invarianten (notwendige Bedingungen)

1) Integration iiber die Transformationsgruppe
(Haar-Integral, Hurwitz 1897)

1=] f(g®x)dg onits
g

z.Bsp. f: Polynome

2) Differenzieller Ansatz

[ —
M =0 fir beliebige p
dp,
X
16se die entspr. partiellen Dgl. => Lie-Theorie

3) Normalisierung
reduziere die Darstellung auf extremale Punkte der Orbits, z.Bsp. Auf

den Punkt maximaler Kriimmung (Schwerpunktnormierung, FDen)
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Beispiel fiir den differentiellen Ansatz
v X(u,v)=X(r,) Graubild

u=rcos(p)

\/ h v =rsin(@)
NI

Gesucht sind Invarianten fiir die Drehgruppe G(o):

Orbit

2(@)X (u,v) = X(ucos@—vsin@,usin @ +vcos @)

Gesucht ist eine Funktion f'mit der Eigenschaft:

o (gPX@.v) _,
do
- df du N Jaf v

——+=——=0 Kett 1
2090 v g ettenrege

s

:>—(—usin(p—vcosq))+al(ucosqo—vsin(p)=0
Ju v

9=0: |-v—4+u=—=0
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Diese partielle Dgl. wird gelost durch:
fu,v)y=u"+v'=r’

D.h. alle Funktionen, die nur vom Radius r, aber nicht vom Winkel
@ abhéngen sind zuldssige invariante Merkmale fiir die Dreh-
gruppe, also z. B. das Integral iiber ein Kreissegment, oder auch
alle hoheren Momente:

R

f(u,v)= f T r" X (r,@)dodr

r=0 ¢=0

Diese Momente werden fiir n—eo sogar vollstindig.
Schwierigkeit der differentiellen Methodik:

Die Notwendigkeit partielle Differentialgleichungen zu 16sen (falls
die Gruppe mehr als einen Parameter hat)
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Integration iiber die endliche
Gruppe der Translationen

Bei endlichen Gruppen geht die Integration iiber in eine Summation tiber die
Gruppe (sog. Gruppenmittel). Es werden bevorzugt polynomiale Funktionen
mit lokalem Definitionsbereich (functions of finite support) bevorzugt, also

z.Bsp. Fiir N=4:
R X
°
X A .
X= v v
2
Xy SH(X) = xxx,
X3
- Ein Monom, ist ein Polynom von der Form
_ 4y .4 d,
P(x)=x"x" - x
n-l1
Die Summe d = Zd, wird als Grad des Monoms bezeichnet.
i=0
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Durch Summation tiber die Gruppe ergibt sich ein invariantes Merkmal
zu:

~ 2 2 2 2
X, (f (X)) = X, X; X, 4+ X,X5X; + X,X5 X, + XX X,

Der Nachweis der Invarianz ist einfach nachzupriifen durch zyklische
Permutation der Indizes: f(7,(x)) = f(x)

Eine noch einfachere Invariante ergibt sich durch Summation tiber das
Monom ersten Grades f,=x, zu:

X,(fo(x))=x,+x,+x,+x; (einfacher Mittelwert)
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Vollstdndigkeit fiir endliche Gruppen

(Emmy Noether, 1916)

Fiir endliche Gruppen G mit |G| Elementen und Muster der

Dimension N erhilt man vollstindige Merkmale, oder eine Basis,
wenn man iiber alle Monome vom Grad <|G| summiert. Die Anzahl

der Monome ist gegeben durch:

-

Dies ist eine obere Schranke, welche Vollstandigkeit garantiert;
praktisch kann Vollstandigkeit bereits fiir wesentlich weniger
Elemente existieren.

Bei der Translationsgruppe erhilt man mit dim(x)= |G|=N:
2N)_ (@2N)!
N | (ND-(NY)

I
=70 und fiir N =8 bereits 16'2 =12.870
4)-(4)H 8"

Fiir N =4 sind das
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Orbits fiir Bindrmuster der Dimension
N=4 bzgl. zyklischer Translationen

Orbits Muster

0, (0,0,0,0)

O (0,0,0,)" (0,0,1,0)" (0,1,0,0)" (1,0,0,0)"
0, (0,0,L1) (0,1,1,0)" (1,,0,0)" (1,0,0,1)"
0, (0,1,0,) (1,0,1,0)"

o, (O,LL)" (1,L1,0Y (1,0,1,0) (1,0,1,1)
o. LLL1
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Translationsinvarianz bei
Bindrmustern der Linge N=4

Berechne aus Griinden der Vollstandigkeit alle Gruppenmittel vom
Grad < 4. Da wir tiber die zyklischen Translationen mitteln,
konnen die Monome, welche sich nur in einer zyklischen
Translation unterscheiden, unberiicksichtigt bleiben. Beachtet
man ausserdem

X =

1

x, furVd, >0, x, € {0,1}
So sind die folgenden Monome zu betrachten:
Jo(x) =x,
S =% offensichtlich ist f5(x)=1 von wenig
S5(X) = x,x, praktischem Nutzen
S3(X) = xpx,x,

1 (X) = xyx,x,x,4
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Gruppenmittel

Aus diesen Monomen berechnen sich die folgenden Gruppemnittel:
Xy =T (fo(x)) = (x) + X, +x, +x3)
% =T(f1(x) = (XX, +x,.%, +X,X;5 + X3, )
X, =T(f5(X) = (XX, + x5 + X, + X3X,) = 2(x) X, +X,X3)
X, =T (f;(X)) = (x,x,%, +X,0,X; + X,X,X, + X,X,X, )

X, =T (f,(x)) = 4x,x,x,x,

Daraus resultieren die folgenden Invarianten fiir die verschiedenen

Orbits:  Orbits | * & £
O 00 0 00 Man erkennt, dass bereits die
% o000 beiden Merkmale X, und X,
0O, |2 1 0 0 0 , o
0, 5 0 2 0 0 einen vollstindigen Merkmals-
0, 32 92 1 0 raum aufspannen!
O, |4 4 4 4 4
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Beziehungen zur Klasse CT

Berechnet man Invarianten von der Klasse CT mit den Funktionen
Jfi=a+bund f,=axb so ergibt sich fiir N=4:

X, ® > X, =(x,+x,+x,+x;)

X, C D~ X = (XX, + X, X, + XX, +X,X,)
X, >Q<:/ D Xy = (XX, +X,X3)

X, ® e Xy = XX X)X,

Dies ist aber genau eine Teilmenge von Invarianten, welche man
mit der Gruppenmittelung tiber Monome erhalten wiirde, hier
jedoch mit einem schnellen Algorithmus der Komplexitit
O(N log N ) berechnet.
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Invarianten durch Gruppenmittelung

Invarianten konnen unter Einsatz beliebiger Funktionen f durch
Integration tiber die die Bewegungsgruppe gewonnen werden:

1111 = [ f(gx)dg

v
Functionvalues iy e g Agx)

e M = X
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Integralinvarianten fiir die Gruppe der
ebenen Bewegungen mit lokalen Funktionen

Fiir die zyklische ebene Bewegung gilt:
g(toﬂtl’ ¢)X[Za J] = X[k9 l]

mit: (k):(cosqu sin(p](i]_(tq

I, \—singp cosp \j, \4,

Alle Indizes miissen Modulo der Bilddimension verstanden werden!

1 N M

[ ] Tf(gx)d(pdadro

1y=0 ,=0 =0

T[f](x)=m
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Es stellt sich nun heraus, dass fund g vertauschbar sind, d.h.
man flihrt die die 1.allg. lokale Funktion mit einer Euklidschen
Bewegung {iber das ganze Bild. Ndherung der Integration durch
eine Summation auf dem Pixelraster und einer Rotation um
eine endliche Anzahl von Winkeln, bei bilinearer Interpolation
der Zwischenwerte.

Y10
Berechnung 1 5 2 1 35 2 2
des Xo-1 | X0 | Xo1 = Xo-1 X0 Xo,0 X-10 %o,
2

Monoms: X,

Tmage Evaluation of a local function Sum over all these
for each pixel of the image local results
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