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3.5 Vollständigkeitsbetrachtungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.5.1 Die Zurückgewinnung der Vektoren . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.5.2 Von den Vektoren zur Kodierung . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.5.3 Von der Kodierung zum Gitter . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.6 Ein einfaches Beispiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4 Stückweise lineare Polygonzüge in der Ebene 31
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Kapitel 1

Einleitung

Das jedermann weltweit zugängliche und stetig wachsende Angebot von multimedialen

Daten erfordert sinnvolle Methoden zur effektiven Suche in multimedialen Datenban-

ken. Man denke hier an die Suche nach Bildern, Fotos, 3D-Modellen oder Audiodaten

im Internet. Eine solche Suchanfrage könnte zum Beispiel lauten: ,,Suche alle Bilder, die

einen Baum enthalten!” oder ,,Gib mir alle 3D-Modelle, die das Raumschiff Enterprise

als Motiv enthalten!”. Die einfachste Methode ist sicher die Suche nach den Dateinamen

solcher Objekte, da diese häufig in semantischem Zusammenhang mit dem Inhalt der

Datei stehen. Jedoch reichen dem Anwender oft diese Informationen nicht aus oder

sind sogar falsch. Wenn jedoch der Benutzer bereits eine konkretere Vorstellung seines

Objekts, zum Beispiel in Form einer Bilddatei, die einen Baum enthält, besitzt, kann

anhand dieses Objekts in einer Datenbank nach ähnlichen Objekten gesucht werden.

Solche Suchanfragen setzen aber voraus, dass die Suchmaschine auf sinnvolle Weise

Vergleiche zwischen den entsprechenden Bildern durchführen kann. Das heißt, dass der

Vergleich der Bilder unabhängig von der Lage des Objektes erfolgen muss, denn der

Baum muss sich nicht an einer bestimmten Stelle des Bildes befinden, sondern könnte

sich irgendwo im Bild befinden oder in leicht gedrehter Version vorliegen.

Die naheliegendste Methode ist ein direkter Vergleich der Objekte in allen mögli-

chen Lagen, jedoch ist dies sehr zeitaufwendig und rechenintensiv und deshalb praktisch

kaum anwendbar. Um den Vergleich effizienter auszuführen, bietet es sich an, die Ob-

jekte vor dem Vergleich zu normalisieren, also in eine Standardlage zu bringen, um

dann einen direkten Vergleich zu ermöglichen. Jedoch ist es schwierig, Algorithmen zu

finden, die solche Normalisierungen auf eine kanonische Weise durchführen.

Eine weit verbreitete und sehr allgemeine Methode ist die Extraktion eines Merk-

malsvektors, der eine möglichst vollständige, kompakte und natürlich lageunabhängige

Beschreibung des vorliegenden Objektes liefert. Der Vergleich reduziert sich anschlie-

ßend auf den einfachen Vergleich der korrespondierenden Merkmalsvektoren. Die Art

und Weise der Gewinnung der Merkmalsvektoren zusammen mit einem Distanzmaß
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Abbildung 1.1: Der Erkennungsprozess.

auf diesem Vektorraum induziert dann ein Ähnlichkeitsmaß auf dem Musterraum. Die-

se Methode ist natürlich nicht nur auf Suchanfragen in multimedialen Datenbanken

beschränkt, sondern findet auch in anderen Bereichen reichlich Anwendung. Zum Bei-

spiel in der automatischen Defekterkennung industrieller Bauteile oder als Vorverar-

beitungsschritt in den verschiedensten Mustererkennungsproblemen. In Abbildung 1.1

sind die Schritte des allgemeinen Mustererkennungsprozesses anschaulich dargestellt.

Zu Beginn werden die zu erkennenden Objekten aufgenommen, die dann in digitaler

Form auf dem Rechner landen. Dort werden dann die gemessenen Daten, nach even-

tueller Nachbearbeitung und Segmentierung, auf Merkmale abgebildet, die möglichst

charakteristisch für das Objekt sein sollen. Diese werden schließlich einem Klassifika-

tionsprozess unterworfen, der das Objekt seiner Bedeutungsklasse zuordnet.

1.1 Zielsetzung

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die Entwicklung eines neuen Rahmenwerks zur

Gewinnung lageunabhängiger Merkmale von Drahtgittermodellen. Unter einem Draht-

gittermodell verstehe man einen in den Raum eingebetteten Graphen. Dieses Rahmen-

werk soll sowohl aus theoretischer als auch aus praktischer Sicht betrachtet werden.

Die theoretischen Überlegungen sollen untersuchen, inwieweit der Merkmalsbildungs-

prozess eindeutig umkehrbar ist, das heißt, ob die Objekte vollständig aus ihren Merk-

malen zurückgewinnbar sind. Aus praktischer Sicht stehen Dinge wie Berechenbarkeit

und Störsensibilität im Vordergrund. Schließlich sollen die neu vorgestellten Merkma-

le im Vergleich zur bereits existierenden Methode, der ShapeDistribution, betrachtet

werden.
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1.2 Aufbau dieser Arbeit

Die vorliegende Schrift ist in vier Teile gegliedert:

• Eine Übersicht über bereits bestehende und etablierte Ansätze der invarianten

Merkmalsgewinnung wird in Kapitel 2 gegeben.

• In Kapitel 3 wird das neue Rahmenwerk zur Gewinnung lageunabhängiger Merk-

male eingeführt, wobei zuerst die mathematischen Grundlagen erarbeitet werden

und dann die allgemeine Herangehensweise erklärt wird. Soweit wie möglich wer-

den dort bereits auch die Voraussetzungen für Vollständigkeit formuliert und

diskutiert.

• In den Kapiteln 4 und 5 werden dann die vorgestellten Methoden auf Polygonzüge

in der Ebene und allgemeine Drahtgittermodelle im dreidimensionalen Raum an-

gewandt, wobei bei ersteren die in Kapitel 3 gemachten Vollständigkeitsbetrach-

tungen genauer ausgeführt werden sollen.

• Kapitel 6 liefert eine Zusammenfassung der Ergebnisse und einen Ausblick auf

weitere Fragestellungen.
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Kapitel 2

Übersicht über bestehende Ansätze

In der Praxis treten komplexe 3-dimensionale Objekte und Strukturen in den verschie-

densten Repräsentationen auf. Grundlegend kann man zwischen Volumendaten1 (oder

auch Voxelmodelle) und Drahtgittermodellen unterscheiden. Volumendaten tauchen

vor allem in medizinischen und biologischen Datensätzen auf. In der Mustererkennung

bestehen bereits eine Vielzahl von Ansätzen zur Gewinnung lageinvarianter Merkmale

aus Volumendaten [2, 5, 15, 22, 26], die auch bereits erfolgreich Anwendung gefunden

haben. Typische Datensätze stammen von Kernspintomographen oder werden durch

Mikroskopie gewonnen. Bei Volumendatensätzen handelt es sich häufig um direkten

oder leicht aufbereiteten sensoriellen Input, bei Drahtgittermodellen hingegen geht es

meist um schon interpretierte Sensordaten oder Daten, die auf einem Computer erstellt

worden sind. Als Beispiel sind hier CAD-Modelle, Oberflächenmodelle in der Compu-

tergrafik oder molekulare Daten aus der Chemie zu nennen. Die CAD-Modelle weisen

die komplexeste Struktur auf. Ein CAD-Modell besteht in der Regel aus einer Menge

primitiver Grundbausteine, wie Kreis- und Kugelsegmente, Tori, Polyedern und stetige

Oberflächenparametrisierungen z.B. mit Hilfe von Splines oder Bezier-Kurven.

Oberflächenmodelle werden in der Computergrafik sehr einheitlich mittels triangu-

lierten Oberflächen beschrieben, was die Darstellung auf dem Computer vereinfacht

und standardisiert. Ein einzelnes Modell besteht in der Regel aus unzusammenhängen-

den Einzelbausteinen, wobei jeder Baustein aus einer triangulierten Oberfläche besteht.

Diese Oberflächen müssen weder geschlossen noch auf irgendeine Weise orientiert sein.

Die Mustererkennungsgemeinde hat auch hier schon eine Vielzahl von Ansätzen her-

vorgebracht [1, 3, 4, 28], auf welche wir später noch genauer eingehen werden.

Molekulare Daten spielen vor allem in der Biochemie eine wichtige Rolle. In der

Biotechnologie und Pharmazie wird vermehrt computergestützt nach biologisch akti-

ven Wirkstoffen gesucht. Es wird in großen Datenbanken anhand bereits bekannter,

1Unter Volumendaten sind dreidimensionale diskrete Felder zu verstehen. Der Raum wird in Quader
(Voxel) unterteilt und jedem dieser Quader ein Wert zugeordnet, zum Beispiel Farbe oder Helligkeit.
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medizinisch wirksamer Regionen nach ähnlichen Bereichen gesucht, die sich dann hof-

fentlich als biologisch aktiv herausstellen werden [10, 21, 27]. Die Repräsentation eines

Moleküls besteht im allgemeinen aus den Positionen seiner Atome, den Namen die-

ser Atome und gegebenenfalls den Bindungsinformationen zwischen den Atomen; diese

sind jedoch meist auch aus den Positionen der Atome zu gewinnen.

In den folgenden Abschnitten sollen nun verschiedene Methoden der lageinvarian-

ten Merkmalsgewinnung beschrieben werden. Insbesondere werden wir die Merkmals-

gewinnung durch die ShapeDistribution [4] als Referenzverfahren genauer betrachten,

die auch später in den Experimenten Anwendung finden wird. Weiter werden noch die

Methoden der Gruppenmittelung, der Fourier Deskriptoren und die Anwendung von

Kugelfunktionen betrachtet.

2.1 ShapeDistribution

Bei der Methode der ShapeDistribution wird versucht, mittels einer Art von Histo-

gramm die geometrische Form eines Objekts darzustellen. Anschaulich stelle man sich

vor, man messe mehrmals den euklidischen Abstand zwischen jeweils zwei zufällig

gewählten Punkten auf der Oberfläche des geometrischen Objekts und zähle, wie häufig

die verschiedenen Abstände auftreten. Die Messung sämtlicher Häufigkeiten ergibt die

Verteilungsfunktion des euklidischen Abstandes, die ShapeDistribution genannt wird.

Statt des euklidischen Abstandes können auch andere Eigenschaften gemessen werden.

Diese Eigenschaften bzw. Funktionen werden von den Autoren ShapeFunction genannt.

In [4] wurde eine Reihe solcher ShapeFunction vorgestellt und untersucht, z.B.

• D1 misst den Abstand von einem festen Punkt ~p und einem zufällig gewählten

Punkt auf der Oberfläche des Objekts. Als Punkt ~p wählt man den Schwerpunkt

des Objekts.

• D2 misst den Abstand zwischen zwei zufällig gewählten Punkten.

• D3 misst die Fläche eines Dreiecks, das durch drei zufällig gewählte Punkte auf

der Oberfläche des Objekts erzeugt wird.

• D4 misst das Volumen eines Tetraeders, das durch vier zufällig gewählte Punkte

auf der Oberfläche des Objekts erzeugt wird.

Für die Implementation wird von einer triangulierten Oberfläche ausgegangen. Um

gleichverteilt einen zufälligen Punkt auf der Oberfläche des Objekts wählen zu können,

wird zunächst ein zufälliges Dreieck ausgewählt, wobei die Wahrscheinlichkeit, dass

dieses Dreieck gewählt wird, proportional zu dessen Fläche ist. Dann wird auf der
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Oberfläche des Dreiecks ein Punkt zufällig ausgewählt. Die Auswahl des Dreiecks ist

der rechenintensive Teil. Zu Beginn werden die Flächen ai der Dreiecke berechnet und

daraus die Verteilungsfunktion fi =
∑i

j=1 aj. Man wähle nun gleichverteilt zufällig

eine Zahl r ∈ (0, fn) und suche das Dreieck j, so dass fj < r < fj+1. Die Suche nach

dem Dreieck kann schnell mit einer binären Suche durchgeführt werden. Ein zufälliger

Punkt ~p auf dem Dreieck (~a,~b,~c) kann durch folgende Formel gewonnen werden:

~p = (1 −√
r1)~a +

√
r1(1 − r2)~b +

√
r1r2~c,

wobei r1 und r2 zwei uniform verteilte zufällige Zahlen aus dem Intervall (0, 1) sind.

Zur Herleitung der Formel siehe man [4]. Bei den Versuchen in [4] werden 1024 Bins

bzw. Urnen zur Gewinnung einer ShapeDistribution benutzt und es werden S = 10242

Messungen unternommen. Die Parameter wurden empirisch gewonnen, mit Hinsicht auf

ein vernünftiges Verhältnis zwischen Berechnungszeit und Genauigkeit. Der Aufwand

der binären Suche ist logarithmisch in der Größe N der zu untersuchenden Menge,

in diesem Fall also logarithmisch in der Anzahl der Dreiecke. Es ergibt sich für den

Gesamtaufwand des Verfahrens O(S log(N)). Auf einem Pentium II 400Mhz, 256MB

RAM benötigt die Berechnung einer Verteilung für typische Modelle (weniger als 104

Dreiecke) etwa 10 Sekunden.

2.2 Fourier Deskriptoren und Kugelfunktionen

Beiden Methoden liegt die gleiche Idee zugrunde. Es wird ein Satz orthogonaler, nor-

mierter Vektoren {ek} gewählt, die den Musterraum vollständig beschreiben, das heißt

eine Basis für ihn bilden. Diese seien so gewählt, dass sich die Transformation ε, unter

denen die Merkmale invariant sein sollen, durch eine punktweise Multiplikation auf die

Darstellung des Musters x zur Basis {ek} auswirkt, das heißt

ek
†ε(x) = Tk(ε)ek

†x. (2.1)

Diese Eigenschaft bietet die Möglichkeit, durch geeignete Normierungen eine invariante

Darstellung zu erhalten.

Die Fourier Deskriptoren behandeln als Musterraum die geschlossenen Konturen

in der Ebene. Diese werden durch eine stetige 2π-periodische Funktion x(t) : R 7→ C

beschrieben. Diese Funktion muss hinsichtlich der Äquivalenztransformation einheit-

lich parametrisiert sein. Für Drehungen wählt man zum Beispiel das Bogenmaß als
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Parametrisierung. Seien die {ek} die Fourier Basis2

ek(t) =
1√
2π

e−ikt.

Die euklidische Bewegung drückt sich durch eine Verschiebung a ∈ C und einer Drehung

um den Winkel φ aus. Zudem ist die Wahl des Aufpunkts t0 beliebig, also ergibt sich

für die gesamte Äquivalenztransformation ε(x(t)) = e iφx(t − t0) + a. Diese wirkt sich

auf die Fourierdarstellung x̃k = ek
†x des Polygonzuges wie folgt aus

ek
†ε(x) =

{
e iφx̃0 +

√
2πa falls k = 0

e i(φ+kt0)x̃k sonst.

Die Äquivalenztransformation wirkt sich also für die Koeffizienten mit k 6= 0 wie in (2.1)

gesagt aus. Die Verschiebung des Objekts wirkt sich nur auf den nullten Koeffizienten

aus, der auch als Linienschwerpunkt des Polygonzuges interpretiert werden kann. Der

nullte Koeffizient enthält also gerade die Translationsinformation und kann für eine

invariante Beschreibung weggelassen werden. Sehr naheliegende invariante Merkmale

sind die Quadrate der komplexen Beträge der Fourierkoeffizienten x̃kx̃
∗
k. Diese Darstel-

lung ist jedoch nicht vollständig; Polygonzüge mit gleicher Autokorrelierten3 werden

gleiche Merkmale zugeordnet. Eine Möglichkeit, vollständige Merkmale anzugeben, ist

zum Beispiel folgende

Ik(x) =
x̃k

x̃1
e−i(k−1)(arg(x̃r)−arg(x̃r−1)),

wobei r ein für alle Muster fest zu wählender Parameter ist. Die Verhältnisbildung x̃k

x̃1

macht das Merkmal unabhängig von einer Drehung (und auch einer Skalierung). Der

Parameter r muss so gewählt werden, dass die Koeffizienten x̃r und x̃r−1 betragsmäßig

möglichst groß sind, dann lassen sich die Argumente stabil berechnen. Ist dies aus

Symmetriegründen nicht möglich, so gibt es auch allgemeinere Methoden Merkmale zu

bilden; ausführliche Darstellungen findet man in [35]. Praktisch ist die Vollständigkeit

nur eingeschränkt zu erreichen, da nur endlich viele Ik tatsächlich berechnet werden

können. Es muss sich also, um Vollständigkeit zu erreichen, auf ’frequenzbegrenzte’

Konturen beschränkt werden. Der Aufwand ergibt sich zu O(nk), wobei k die Grenz-

frequenzzahl ist.

2Die Orthogonalität ist im Sinne des Standardskalarprodukts x†y =
∫ 2π

0 x(t)∗y(t)dt zu verstehen,
wobei ·∗ die komplexe Konjugation ist.

3Die Korrelierte ist definiert als x#y =
∫ 2π

0
x(t′− t)y(t′)dt′ und es gilt gerade ek

†(x#x) = x̃kx̃∗
k =

|x̃k|2. Man kann also genau die Autokorrelierte aus dem Betragsspektrum zurückgewinnen, es gibt
aber verschiedene Polygonzüge mit gleicher Autokorrelierten.
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Kugelfunktionen (oder in der Literatur auch Spherical Harmonics) können verwen-

det werden, um Merkmale für sphärische 3D-Modelle und Volumendaten zu gewinnen.

Ein sphärisches Modell x wird durch eine Funktion x(ϕ, θ) : [0, 2π] × [0, π] 7→ R+ be-

schrieben. Jedem Punkt auf einer Sphäre wird ein positiver Wert zugeordnet, der als

Abstand vom Schwerpunkt des Objekts zu dessen Oberfläche interpretiert wird. Die

Kugelfunktionen4

em
l = {Y m

l (ϕ, θ)} mit m ∈ {−l, ..., l}

bilden eine orthonormale Basis. Die Unterräume Ul = span(e−l
l , e−l+1

l , . . . , el
l) sind

unter Drehungen invariant. Die Projektion des Objekt x auf diesen 2l+1-dimensionalen

Unterraum transformiert bei einer Drehung des dreidimensionalen Koordinatensystems

orthogonal

el
†ε(x) = Tl(ε)el

†x,

wobei el
†x die orthogonale Projektion von x auf Ul ist und Tl(ε) die orthogonale Trans-

formation. Somit bleibt der Betrag des 2l+1 dimensionalen Vektors el
†x bei Drehungen

erhalten und man kann invariante Merkmale durch Betragsbildung angeben

Il = ||el
†x||2.

Die Merkmale Il kann man, ähnlich wie bei den Fourier Deskriptoren, als Frequenzspek-

trum des Objekts interpretieren. Somit ist von dieser Beschreibung keine Vollständig-

keit zu erwarten. Für Beschreibungen, die Vollständigkeit garantieren, siehe man [22].

Neuere Experimente und Vergleiche wurden in [1] durchgeführt. Für Anwendungen der

Kugelfunktionen auf Volumendaten siehe man [15].

2.3 Gruppenmittelung

Eine sehr allgemeine Methode zur Gewinnung invarianter Merkmale ist die Gruppen-

mittelung für kompakte Gruppen. Die Idee besteht darin, eine Eigenschaft f eines

Objektes x, welche nicht invariant unter Gruppenwirkung g ∈ G ist, durch eine Mit-

telung über alle Ausprägungen der Eigenschaft f unter der Gruppenwirkung g auf x

invariant zu machen

If(x) =
1

V (G)

∫

G

f(gx)dg.

Diese Methode hat zum Beispiel in [2] für dreidimensionale Volumendaten erfolgreich

Anwendung gefunden. Es werden ’lokale’ Eigenschaften f eines Volumenmodells x,

4Die Kugelfunktionen sind definiert als Y m
l (ϕ, θ) = P m

l (cos θ)e imϕ, wobei die P m
l die Legendrepo-

lynome sind, P m
l (u) ∼ (i

√
1− u2)m dl+m

dul+m (u2 − 1)l. Für eine genauere Darstellung siehe [13].
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Abbildung 2.1: Integralinvarianten für Bilder

welches durch ein skalares Feld x(~r) (bei Graubilddaten) dargestellt wird, benutzt, um

lageinvariante Merkmale zu gewinnen. Für f wählt man zum Beispiel Monome in x

um einen Punkt ~a, die sich nur auf einen kleinen Nachbarschaftsbereich erstrecken.

Das invariante Integral für die Translations- und Rotationsgruppe lässt sich wie folgt

schreiben:

If (x) =

∫

~a

∫

R

f(x(RT (~r − ~a)))dRd~a.

Das Integral kann so interpretiert werden: man betrachte das Modell x an einem Punkt

~a und werte die Funktion f an diesem Punkt des Volumenbildes für alle Rotationen

um den Punkt ~a aus und summiere darüber. Dies geschehe für jeden Punkt des Volu-

mens, wobei die Ergebnisse wiederum summiert werden. Bei der Summation über die

Rotationen muss beachtet werden, dass jedes Raumwinkelelement mit gleichem Anteil

in die Summe einfließt. Da die Auswertung von f nur eine kleine Nachbarschaft der

Punkte um ~a benötigt, wird bei der praktischen Berechnung die Rotation auch nur in

geringer Nachbarschaft um diesen Punkt herum ausgeführt. In Abbildung 2.1 ist das

Vorgehen für den zweidimensionalen Fall veranschaulicht.

Betrachten wir noch kurz endliche Matrixgruppen etwas genauer. Hier ist es möglich,

vollständige Merkmalsmengen anzugeben. Betrachtet man eine endliche Matrixgruppe

G ⊂ GL(C, n) und einen Vektor x ∈ Cn, dann sagt ein Satz von Emmy Noether (sie-

he [26]), dass die Gruppenmittel über die Monome5 vom Grad kleiner gleich |G| eine

vollständige Merkmalsmenge liefern. Es existieren

T |G|
n =

(
n + |G|

n

)

Monome vom Grad kleiner |G|. Es sind jedoch nicht immer alle T
|G|
n Merkmale nötig,

um Vollständigkeit zu erreichen, vor allem, wenn es einschränkende Bedingungen im

Objektraum Cn gibt. Es existieren aber auch Gruppen, für die alle T
|G|
n Merkmale für

die Vollständigkeit nötig sind, das heißt T
|G|
n ist als Obergrenze optimal.

5Ein Monom f : Cn 7→ C vom Grad d hat die Form f(x) =
∏n

i=1 xdi

i mit
∑n

i=1 di = d und di ∈ N0.
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Kapitel 3

Vorstellung des Rahmenwerks

In diesem Kapitel soll eine allgemeine Art der Merkmalsgewinnung für Drahtgitter-

modelle vorgestellt werden. Zu Beginn werden die mathematischen Grundlagen gelegt

und die Terminologie festgelegt. Begriffe mit strenger Bedeutung werden beim ersten

Auftauchen kursiv gedruckt und im Kontext definiert.

In Abschnitt 3.2 soll am Beispiel einer physikalischen Feldgleichung das Vorgehen

motiviert werden. Die daraus resultierenden Anforderungen werden im folgenden Ab-

schnitt präzisiert, jedoch weiter in einem möglichst allgemeinen Rahmen gehalten. Es

werden zwei sich daraus ergebende Methoden der Merkmalsgewinnung vorgestellt, und

diese bezüglich ihrem Laufzeitverhalten untersucht. Im letzten Abschnitt werden, noch

einmal in einem möglichst allgemeinen Rahmen, die Eigenschaften der Merkmale in

Bezug auf Vollständigkeit untersucht. Es werden Bedingungen an den Merkmalsgewin-

nungsprozess gestellt, die zur Vollständigkeit notwendig sind.

3.1 Grundlagen

Graphen Ein ungerichteter Graph g = (V, E) besteht aus einer endlichen Knoten-

menge V ' {1, ..., n} und einer Kantenmenge E ⊂ V × V mit (i, j) ∈ E ⇒ (j, i) ∈ E.

Im folgenden werden nur zusammenhängende Graphen betrachtet, das heißt für je zwei

Knoten existiert immer ein, die Knoten verbindender, Pfad. Zwei Graphen g, g ′ sind

isomorph g = g′, falls eine eineindeutige Abbildung σ : V 7→ V ′ existiert, so dass

E ′ = σ(E).

Gitter Ein knoten-attributierter Graph besitzt zusätzlich eine Menge von Abbildun-

gen der Form a : V 7→ K (bzw. eine Menge von Vektoren a ∈ Kn), die jedem Knoten

ein Attribut a zuordnet. Im weiteren ist das Attribut ~x : V 7→ Rd der Ort eines

Knotens und kurz ~xi = ~x(i). Ein orts-attributierter Graph m = (V, E, {~xi}) nennen

wir auch d-Gitter. Die Menge aller d-dimensionalen, zusammenhängenden Gitter wird
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im folgenden Gd genannt. Zwei Gitter m, m′ sind gleich, m ' m′, falls ein Graphen-

isomorphismus σ zwischen den zugrundeliegenden Graphen existiert mit ~x′
i = ~xσ(i).

Zwei Gitter m, m′ sind unter der euklidischen Bewegung äquivalent, m ∼ m′, falls ein

Graphenisomorphismus σ und eine euklidische Bewegung ~x′ = R~x + ~a existiert mit

~x′
i = R~xσ(i) + ~a.

Merkmale Ein Merkmal I(m) ist eine Abbildung, die unabhängig von der Repräsen-

tation von m ist, das heißt m ' m′ ⇒ I(m) = I(m′). Ein lageinvariantes Merkmal

I(m) eines Gitters ist invariant gegenüber der euklidischen Bewegung ~x′ = R~x+~a, das

heißt m ∼ m′ ⇒ I(m) = I(m′). Für ein vollständiges Merkmal gilt I(m) = I(m′) ⇒
m ∼ m′, das heißt I(m) induziert eine eindeutig umkehrbare Abbildung zwischen den

Äquivalenzklassen [m]∼ = {m′ ∈ G|m ∼ m′} und dem Merkmalsraum. Für allgemei-

nere Betrachtungen und ausführliche Definitionen siehe [26].

Lineare Algebra Ein Hilbertraum H ist ein C-Vektorraum versehen mit einem Ska-

larprodukt v†w, wobei v†w = (w†v)∗ gilt (hierbei ist ·∗ die komplexe Konjugati-

on). Wir werden uns nur mit endlichdimensionalen Hilberträumen beschäftigen, de-

ren Vektoren v ∈ H daher Darstellungen in Cn haben. Genauso haben die linearen

Abbildungen, die H in sich selbst überführen, Darstellungen in Cn×n = Mat(n, C),

wobei sich die Anwendung der linearen Abbildung durch die Matrizenmultiplikation

ergibt. Jedes A ∈ Mat(n, C) besitzt ein adjungiertes A† ∈ Mat(n, C) definiert durch

w†(Av) = (A†w)†v, wobei sich das Adjungieren auf die Matrix durch Transponie-

ren und komplex Konjugieren ergibt. Spezielle Matrizen, für die A = A† (A = −A†)

gilt, heißen hermitesch (antihermitesch). Hermitesche und antihermitesche Matrizen

unterscheiden sich nur um die imaginäre Einheit i, das heißt jede antihermitesche Ma-

trix ist darstellbar als eine hermitesche Matrix multipliziert mit i. Die n-dimensionale

Identitätsmatrix wird als In geschrieben. Folgende Teilmengen von Mat(n, C) werden

später von Bedeutung sein

O(n) := {U ∈ Mat(n, R) | U†U = In} (orthogonale Transformation)

U(n) := {U ∈ Mat(n, C) | U†U = In} (unitäre Transformation).

Die folgenden Definitionen werden wir im speziellen benutzen

P (n) := {P ∈ O(n) | P ist Permutationsmatrix}
T (n) := {T ∈ O(n) | T ist zykl. Translation- oder Spiegelungsmatrix}

Uv(n) := {Ũ ∈ U(n) | Ũv = v} (den Vektor v erhaltende Unitäre).

Der Produktraum H zweier Hilberträume H
′ und H

′′ schreiben wir als H = H
′⊗H

′′, wo-

bei sich die Dimension des Produktraum als Produkt der beiden anderen Dimensionen
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ergibt. Faktorisierbare Operatoren werden mit dem Kroneckerprodukt ⊗ geschrieben.

Also wird zum Beispiel ein Operator A, der nur auf H′ wirkt als A⊗ IH′′ geschrieben.

Für Vektoren v in Komponentenschreibweise v = {vi} sind die Indizes im folgenden

immer modulo n zu verstehen, das heißt vi mod n = vi.

Für genauere Beschreibungen wird auf Standardlehrbücher der Linearen Algebra

verwiesen oder im speziellen für Matrizen siehe [33, 34].

3.2 Motivation

Die grundlegende Idee der in dieser Arbeit entwickelten Invarianten ist eine Abbildung,

die zwischen einem Gitter m und einer Matrix H vermittelt. Die Abbildung muss so

beschaffen sein, dass sich aus H(m) wieder ein zu m äquivalentes Gitter zurückge-

winnen lässt. Diese Abbildung wird später auch als Kodierung des Gitters bezeichnet.

Nachdem die Matrix H aus einem Gitter gewonnen wurde, wird mit Mitteln der Li-

nearen Algebra versucht, Eigenschaften aus der Matrix herauszuarbeiten, die nicht von

der Repräsentation und von der Lage des Gitters abhängen. Im folgenden soll aus der

physikalischen Perspektive die Vorgehensweise plausibel gemacht werden.

3.2.1 Physikalische Sicht

Die Homogenität und Isotropie des Raumes zwingen physikalische Feldgleichungen in-

variant unter der euklidischen Bewegung zu sein. Bei der Lösung solcher Gleichungen

beschränkt man sich meist nur auf ein zusammenhängendes, beschränktes Gebiet des

Raumes und fordert, dass die Lösung außerhalb des Gebietes null wird. Bei der nume-

rischen Lösung partieller Differentialgleichungen kann man das zu simulierende Gebiet

durch ein Gitter repräsentieren. Es ist durchaus zu erwarten, dass die Lösungen einer

Differentialgleichung auf eine charakteristische Weise von der Form des Simulations-

gebietes abhängen und somit von dem repräsentierendem Gitter. Betrachten wir zum

Beispiel die zeitabhängige Schrödingergleichung eines freien Teilchens ([30]) in einem

Potentialtopf Ω,

∆v(t) = i
d

dt
v(t).

Für genügend hohe Potentiale kann gefordert werden, dass die Wellenfunktion v des

Teilchens auf dem Rand ∂Ω des Potentialtopfes verschwindet. Diskretisiert man nun

den kontinuierlichen, hermiteschen Differentialoperator ∆ mittels einem aus der Nume-

rik bekannten Verfahren (Finite Differenzen, Finite Elemente), erhält man für den Dif-

ferentialoperator ∆ eine korrespondierende Matrix H, die auf charakteristische Weise

von diesen Randbedingungen abhängt. Jede einzelne Komponente des jetzt endlichdi-

mensionalen Vektors v ist mit einem Knoten bzw. Element des Diskretisierungsgitters
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m zu assoziieren. Die Lösung der Differentialgleichung zu einem Anfangsvektor v0 kann

nun sofort angegeben werden

v(t) = e−iHtv0.

Bekanntlich werden in der Quantenmechanik die Betragsquadrate der Komponenten

vi(t) = ei
†v(t) als Wahrscheinlichkeit interpretiert, ein Teilchen im Zustand v am Ort

ei anzutreffen. Allgemein kann das Skalarprodukt w†v als Übergangswahrscheinlichkeit

von Zustand v in den Zustand w interpretiert werden. Anhand dieser Wahrscheinlich-

keiten wollen wir nun invariante Merkmale angeben. Wir suchen einen Startvektor v0,

der unabhängig von der Repräsentation des Gitters ist, zum Beispiel eine Gleichver-

teilung ei
†v0 = 1. Jetzt bestimmen wir die Wahrscheinlichkeit, ausgehend von diesem

Zustand nach einem Zeitraum t, wieder im Zustand v0 zu landen, formal

It = v0
†v(t) = v0

†e−iHtv0.

Anschaulich sollten die Skalarprodukte v0
†v(t) lageinvariante Merkmale bilden, da die

Wahrscheinlichkeit nur im Bezug auf einen Zustand gebildet wurde, der unabhängig

von der Repräsentation des Gitters ist. Betrachten wir die Invarianzeigenschaften etwas

genauer. Hat man H durch Finite Differenzen approximiert, dann wirkt sich ein Wechsel

der Repräsentation des Gitters als Permutation P auf die Matrix H aus,

H′ = P†HP.

Auf den speziell gewählten Startvektor v0 = 1 wirkt sich eine Permutation nicht aus,

das heißt Pσv0 = v0. Somit ist offensichtlich, dass It von einem Wechsel der Repräsen-

tation des Gitters unberührt bleibt

v0
†e−iH′tv0 = v0

†P†e−iHtPv0 = v0
†e−iHtv0.

Im folgenden Abschnitt soll nun die im Vorangegangenen angedeutete Vorgehens-

weise in einem etwas allgemeinerem Rahmen formuliert werden.

3.3 Kodierungen

Wie schon in Abschnitt 3.2 angedeutet, haben für Konstruktionsvorschriften, die für

die lageinvariante Merkmalsgewinnung dienen sollen, gewisse Gesetze zu gelten. Eine

Konstruktionsvorschrift ist eine Abbildung

H(m) : G 7→ Mat(n, K).
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Folgende Regeln haben zu gelten:

1. Eine Permutation der Repräsentation eines Gitters m muss sich auf die Kon-

struktion über eine Permutationsmatrix Pσ ∈ P (n) auswirken:

H(σ(m)) = P†
σH(m)Pσ. (3.1)

2. Die euklidische Bewegung ε hat sich durch eine unitäre, also eine Skalarprodukt

erhaltende, Transformation U ∈ U(n) auf die Konstruktion auszuwirken:

H(ε(m)) = U†
εH(m)Uε. (3.2)

Gelten diese Regeln für eine Konstruktion, dann wird sie Kodierung genannt. Absicht-

lich werden hier noch nicht die Zusammenhänge σ 7→ Pσ und ε 7→ Uε explizit ange-

geben, da sie immer von der konkret vorliegenden Konstruktionsvorschrift abhängen.

Folgende Abbildung soll die Beziehung verdeutlichen:

Als Beispiel für eine einfache Distanz-Kodierung eines Gitters sei folgende Kon-

struktion {hij} = H(m) ∈ Mat(n, R) gegeben:

hij =

{
f(||~xi − ~xj||) falls (i, j) ∈ E
0 sonst.

(3.3)

Da die Kodierung nur von den Abständen zwischen den Punkten abhängt, wirkt sich

eine euklidische Bewegung ε nicht auf die Kodierung aus, also Uε = 1. Weiter ist zu

bemerken, dass es sich bei Kodierung (3.3) um keine eineindeutige Abbildung hinsicht-

lich Gitteräquivalenz handelt. Es ist nicht zu erwarten, dass beliebige Gitter wieder aus

ihrer Kodierung zurückgewonnen werden können. Falls dies jedoch der Fall ist, also die

Kodierung umkehrbar ist, soll sie vollständig heißen.

Im oberen Beispiel gilt im speziellen H†(m) = H(m), das heißt die Matrix ist sym-

metrisch (hermitesch); wir sagen dann, die Kodierung ist symmetrisch (hermitesch).

Genauso gibt es antisymmetrische (antihermitesche) Kodierungen. Aus der Lie-Theorie

[9] wissen wir, dass die Matrixabbildung A 7→ eA =
∑∞

i=0
Ai

i!
zwischen den antisym-

metrischen und orthogonalen Matrizen vermittelt (antihermitesch und unitär). Ist zum

Beispiel eine hermitesche Kodierung gegeben, dann bildet e iA die hermitesche Kodie-

rung auf eine unitäre Kodierung ab, weil die Abbildung e iA die Bedingungen (3.1) und

(3.2) erhält.
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3.4 Merkmalsgewinnung

Hat man nun eine Kodierung H(m) eines Gitters gegeben, muss versucht werden,

Merkmale I(m) = I(H(m)) aus der Matrix H herauszuarbeiten, die invariant unter

Permutation Pσ und unter euklidischer Bewegung Uε sind

I(P†
σHPσ) = I(H) (3.4)

I(U†
εHUε) = I(H). (3.5)

Die wohl bekannteste Abbildung, die diese Bedingungen erfüllt, ist die Determinan-

te det(H) : Mat(n, K) 7→ K. Die Merkmalsmenge Iλ = det(H − λ) hängt gerade

vom Spektrum der Matrix H ab und scheint sich als Merkmal zu eignen, jedoch wird

durch die Determinantenanwendung eine Reihe weiterer Invarianztransformationen zu-

gelassen, nämlich beliebige unitäre Transformationen, die eventuell Mehrdeutigkeiten

erzeugen könnten. Das heißt es könnte ein unitäres U existieren, welches die Kodierung

H(m) eines Gitters m in eine Kodierung H(m′) transformiert, wobei m′ ein zu m nicht

äquivalentes Gitter ist.

Im folgenden sollen nun zwei Methoden der Merkmalsgewinnung vorgestellt werden,

die diese Menge der zusätzlichen Invarianztransformationen verkleinert bzw. komplett

verschwinden lässt.

3.4.1 Merkmalsgewinnung durch Mittelung

Angenommen, es sei ein Vektor v0 gegeben, der den folgenden beiden Gleichungen

genügt:

v0 = Uεv0 v0 = Pσv0, (3.6)

dann lassen sich aus diesem, in Anlehnung an die physikalische Motivation in Abschnitt

(3.2), die Vektoren vk konstruieren

vk(m) = (H(m))kv0.

Die paarweise gebildeten Skalarprodukte dieser Vektoren ergeben dann die lageinvari-

ante Merkmalsmatrix C(m) = {cjk(m)} ∈ Mat(n, K)

cjk(m) = (vj(m))†vk(m) . (3.7)
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Die Invarianz kann sofort durch Einsetzen überprüft werden:

(vj(m
′))†vk(m

′) = v0
†(H†(m′))j(H(m′))kv0

= v0
†Ũ†(H†(m))jŨŨ†(H(m))kŨv0

= (Ũv0)
†

︸ ︷︷ ︸
v0

†

(H†(m))j(H(m))k (Ũv0)︸ ︷︷ ︸
v0

†

= v0
†(H†(m))j(H(m))kv0 = (vj(m))†vk(m), (3.8)

wobei die Invarianz genau für die unitären Transformationen Ũ ∈ Uv0
(n) gilt, die den

Vektor v0 fest lassen. Dies wurde ja unter anderem in (3.6) gefordert. Somit ist die

Menge der zusätzlichen Invarianztransformationen etwas eingeschränkter.

Für allgemeine Kodierungen besteht die Merkmalsmatrix aus n2 auf nicht trivia-

le Weise zusammenhängenden Zahlen. Jedoch ergibt sich für (anti-)hermitesche und

unitäre Kodierungen eine besonders einfache Struktur für die Merkmalsmatrix, wel-

che sich nur noch aus O(n) unabhängigen Zahlen zusammensetzt. Für hermitesche

Kodierungen ergibt sich zum Beispiel

cjk(m) = v0
†(H(m))j+kv0 = Ij+k(m),

das heißt die komplette Merkmalsmatrix ist durch die 2n − 1 Zahlen Ik beschrieben.

Ik(m) = v0
†(H(m))kv0 (3.9)

Es besteht natürlich auch die Möglichkeit, mehr als 2n − 1 Merkmale zu berechnen,

jedoch werden wir bei den späteren Vollständigkeitsbetrachtungen sehen, dass mehr

als n Vektoren aus den paarweise gebildeten Skalarprodukten nicht zurückgewonnen

werden können und somit nur die (2n − 1) Werte von Nutzen sind.

3.4.2 Merkmalsgewinnung durch Histogramme

Wir wollen nun versuchen, die Menge der zusätzlichen Invarianztransformationen noch

weiter einzuschränken. Im vorigen Abschnitt haben wir das Merkmal durch (gewich-

tete) Summation über die Matrixelemente von Hk gewonnen, was gleichbedeutend ist

mit der Summation über die K-Vektoreinträge von vk = Hkv0. Wir wollen nun ei-

ne gut in unser Konzept passende Methode zur Histogrammgewinnung angeben, die

insbesondere Bezug auf den Startvektor v0 nimmt. Die Bildung eines Histogramms

über den Wertebereich K des Vektors vk kann als punktweise Anwendung einer Urnen-

Funktion f : K 7→ K auf den Vektor vk − λv0 und anschließendem Skalarprodukt mit

v0 verstanden werden, also

Ikλ(m) := v0
†f(vk − λv0) . (3.10)
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Häufig wird als Urnenfunktion eine Rechteckfunktion1 r(λ) verwendet. Falls man für v0

den Einsvektor 1 wählt, führt die Form (3.10) unter Benutzung der Rechteckfunktion

zu einem gewöhnlichen Histogramm

Ikλ(m) = v0
†r(vk − λv0) =

n∑

i=1

r((vk − λv0)i)

=
n∑

i=1

{
1 falls λ − 1

2
< (vk)i < λ + 1

2

0 sonst
.

Diese Art der Merkmalsgewinnung ist nun nicht mehr invariant unter beliebigen

unitären Transformationen, es bleibt uns sogar nur noch die Permutationsgruppe als

Invarianztransformation, da sich eine Permutation nur auf die Ordnung der Kompo-

nenten der Vektoren auswirkt, formal

v0
†f(Pvk − λv0) = v0

†Pf(vk − λv0) = v0
†f(vk − λv0). (3.11)

Das heißt jedoch für lageinvariante Merkmale, dass Uε = 1 gelten muss. In Kapitel 5

werden wir eine Kodierung vorstellen, die dieses Problem löst, indem H im Produkt-

raum aus Orts- und Knotenraum aufgestellt wird.

3.4.3 Die Exponential-Abbildung

Wie schon oben erwähnt, kann mit dem Matrixexponential aus einer bestehenden Ko-

dierung eine neue gewonnen werden

H 7→ eHt.

Betrachtet man t ∈ [0, t0] als kontinuierlich, dann ist durch

It(m) = v0
†v(t) = v0

†eσnHtv0 (3.12)

eine Merkmalsfunktion gegeben. Im ersten Moment scheint dies keinen Vorteil zu brin-

gen, da in der Praxis der Merkmalsgewinnung t diskrete Werte annimmt, jedoch bietet

es mit Hilfe des Parameters σn die Möglichkeit, Gitter mit verschiedener Anzahl von

Knoten auf eine einheitliche Weise zu behandeln. Der Parameter sollte so gewählt wer-

1Die Rechteckfunktion sei wie folgt definiert:

r(λ) :=

{
1 falls − 1

2 < λ < 1
2

0 sonst
.
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den, dass die Bogenlänge2 L des Merkmals für Objekte mit verschiedener Anzahl von

Knoten gleich ist. Es wird in den Experimenten noch darauf eingegangen.

Insbesondere sind die Exponentiale, die durch antihermitesche Matrizen erzeugt

werden, unitär. Unitäre Matrizen besitzen nur Eigenwerte mit Betrag 1.

Praktisch kann das Exponential natürlich nicht genau ausgerechnet werden, es muss

approximiert werden. Eine Möglichkeit ist, die Reihenentwicklung an bestimmter Stelle

abzubrechen

v0
†v(t) =

m∑

k=0

(σnt)k

k!
v0

†Hkv0 =

m∑

k=0

(σnt)k

k!
Ik.

Offenbar läuft die praktische Berechnung auf die Bestimmung der Ik (3.9) hinaus. Es

ist also qualitativ nichts Neues hinzugekommen, es werden lediglich die Ik als Entwick-

lungskoeffizienten einer kontinuierlichen Merkmalsfunktion interpretiert.

3.4.4 Numerische Berechnung und Komplexität

Die praktische Berechnung der Merkmale sollte vor allem unter den Gesichtspunkten

der Laufzeitkomplexität und der stabilen numerischen Berechnung betrachtet werden.

Im folgenden sollen nun die oben vorgestellten Methoden der Merkmalsgewinnung dar-

aufhin untersucht werden.

Betrachten wir als erstes die Merkmalsgewinnung durch Mittelung aus Abschnitt

3.4.1. Die Berechnung der Vektoren vk kann natürlich iterativ erfolgen

vk := Hvk−1. (3.13)

Existiert nun ein betragsmäßig größter Eigenwert λmax, dessen Eigenvektor einen Anteil

an v0 hat, dann hängt das asymptotische Verhalten der Vektoren vk von diesem ab. Es

gilt asymptotisch ||vk|| ≈ ||v0||λk
max. Für |λmax| > 1 wird ||vk|| → ∞ für große k gehen,

also divergieren. Für |λmax| < 1 wird ||vk|| → 0 und konvergiert somit. Für große k

erscheint dies für eine Implementation auf einem Rechner nicht geeignet, da man mit

Over- bzw. Underflows zu rechnen hat. Nur für unitäre Transformationen bestehen

diese Probleme nicht. Für allgemeine Matrizen erscheint folgende Iterationsvorschrift

viel sinnvoller:

vk
′ :=

1

wk

Hv′
k−1

wk := ||Hv′
k−1||. (3.14)

2Unter der ’Länge’ des Merkmals ist die Bogenlänge der Merkmalsfunktion zu verstehen

L =

∫ t0

0

||dI

dt
||dt.
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Abbildung 3.1: Berechnung der Merkmale.Aus dem Vektor v wird in Abhängigkeit
der Verbindungsverhältnisse des Gitters der neue Vektor gewonnen. Dieser wird sum-
miert und bildet das Merkmal. Das nächste Merkmal wird durch Ersetzen des alten
Vektors mit dem neuen und Wiederholung der Prozedur gewonnen.

Sie ist aber theoretisch gleichbedeutend mit der vorigen, da sich die vk aus den vk
′

und wk berechnen lassen, vk = vk
′
∏k

i=0 wi. Es werden sozusagen die Richtungsanteile

vk
′ und die Streckungsanteile wk des Vektor vk getrennt behandelt; somit können auch

die Merkmale Ik in einen Winkelanteil I ′
k = v0

†vk
′ und einen Streckungsanteil wk

aufgespalten werden.

Von der Laufzeitkomplexität besteht zwischen Verfahren (3.13) und (3.14) bis auf

die Berechnung der Norm kein Unterschied. Bei dünn besetzten Matrizen H, das heißt

die Anzahl der von Null verschiedenen Elemente einer Zeile von H ist durch eine

Konstante nach oben hin beschränkt, ist der Aufwand einer Anwendung von H auf

einen Vektor der Ordnung O(n).

In Abbildung 3.1 ist schematisch die Berechnung der Merkmale eines 6-knotigen

Gitters dargestellt. Die Verbindungsstruktur zwischen den Speicherknoten v(i) auf h(k)

spiegelt die Gestalt des Gitters wieder. Beispielhaft wurde die einfache Kodierung (3.3)

gewählt, die nur einen Eintrag hij ungleich null besitzt, falls es eine Verbindung zwi-

schen Knoten i und j gibt. Es besteht also genau dann ein Einfluss von Speicherknoten

v(i) auf h(k), falls eine Verbindung zwischen den jeweiligen Gitterknoten i und k be-

steht. Nachdem die h(k) aus den v(k) gewonnen worden sind, werden die Merkmale

durch Mittelung mit dem 1-Vektor gewonnen, das heißt die Summe über alle h(k) Spei-

cherknoten bilden ein Merkmal. Nach der Gewinnung des Merkmals werden die alten

Inhalte der Speicherknoten v(k) mit den neu gewonnen Inhalten in h(k) ersetzt und

die Prozedur beginnt von neuem. Offenbar genügen 2n Speicherzellen zur Gewinnung

der Merkmale. Die Berechnung ist zudem parallelisierbar.

Die Gewinnung der kompletten Merkmalsmatrix (3.7) für nicht symmetrische Ma-
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trizen erfordert n − 1 Anwendungen von H, somit ergibt sich ein Gesamtaufwand

von O(n2). Der Speicherbedarf steigt bei nicht symmetrischen Matrizen auf O(n2), da

sämtliche Vektoren für die Skalarproduktbildung zwischengespeichert werden müssen.

Die Merkmalsgewinnung mittels Histogrammen mit allgemeiner Urnenfunktion ist

von weit höherer Komplexität. Wählen wir jedoch eine Rechteckfunktion als Urnen-

funktion, so hängt die Laufzeit zur Gewinnung eines Merkmalshistogramms {Ikλ|λ}
aus einem Vektor vk nicht von der Unterteilung von λ ab, da für jede Komponente

des Vektors vk nur an einer Stelle im Histogramm ein Wert addiert werden muss. Dies

kann mit konstantem Aufwand geschehen, da nur festgestellt werden muss, in welche

Urne der Wert fällt, was durch eine Rundung geschehen kann. Es ergibt sich somit

gerade die Laufzeit O(n) für die Gewinnung eines Histogramms mit Rechteckfunktion.

Für eine allgemeine Urnenfunktion beträgt die Laufzeit zur direkten Gewinnung des

Merkmalshistogramms O(nN), wobei N die Anzahl der diskreten λ-Abtastwerte ist.

Dies liegt daran, dass eine Komponente des Vektors vk Einfluss auf alle Werte des

Histogramms haben kann. Histogramme mit allgemeiner Urnenfunktion können auch

über einen kleinen Umweg gewonnen werden. Zuerst wird das Histogramm mit Recht-

eckfunktion gewonnen, dann wird aus diesem Histogramm durch Faltung mit einer

allgemeinen Urnenfunktion das neue Histogramm. Falls man die Faltung mittels einer

FFT ausführt, ergibt sich ein Aufwand von O(n) + O(N log(N)).

3.5 Vollständigkeitsbetrachtungen

Im folgenden soll in einem möglichst allgemeinen Rahmen versucht werden, geeignete

Bedingungen an Kodierung und Merkmalsgewinnung zu formulieren, die die Separa-

tionseigenschaften der Merkmale verbessern und im besten Fall Vollständigkeit garan-

tieren. Sowohl in Abschnitt 3.4.1 als auch in 3.4.2 haben die Vektoren vk = Hkv0 eine

zentrale Rolle gespielt. In beiden Fällen hängen die Merkmale von diesen Vektoren ab,

also

Ik(m) = Ik(H(m)) = I(vk(H(m))) = I(Hk(m)v0).

Die Mittelungs- und Histogrammethode unterscheiden sich nur dahingehend, dass sie

auf unterschiedliche Art und Weise versuchen, eine gegenüber Uε und Pσ invariante

Darstellung der Vektoren vk zu geben. Die folgende Abbildung veranschaulicht die

Abhängigkeiten in den verschiedenen Stufen des Merkmalsgewinnungsprozesses.
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Betrachten wir diese Abhängigkeitskette. An erster Stelle steht die Kodierung des

Gitters in einer Matrix H, daraufhin wird versucht, H vollständig durch die Vektoren vk

darzustellen und im letzten Schritt werden schließlich die Vektoren permutationsinva-

riant und Uε-invariant auf die endgültigen Merkmale abgebildet. Jeder dieser einzelnen

Schritte muss bis auf seine Invarianztransformation eindeutig umkehrbar sein, damit

das gesamte Verfahren umkehrbar ist und somit vollständig.

In den folgenden drei Abschnitten werden die einzelnen Stufen des Merkmals-

bildungsprozesses auf ihre Invertierbarkeit überprüft. Wir beginnen mit dem letzten

Schritt, wobei sich hier vor allem auf die Mittelungsmethode aus Abschnitt 3.4.1 kon-

zentriert werden soll.

3.5.1 Die Zurückgewinnung der Vektoren

Betrachten wir also das Mittelungverfahren aus Abschnitt 3.4.1. Durch die Skalar-

produkte vj
†vk sind uns in gewissem Sinne alle Winkel zwischen den Vektoren vk

bekannt. Es ist plausibel zu vermuten, dass dann die relative Stellung der n Vektoren

im Raum durch die n2 Skalarprodukte vj
†vk festgelegt sind, vorausgesetzt die vk sind

linear unabhängig. ’Relativ’ soll hier bedeuten, dass die Vektoren nur bis auf unitäre

Transformationen festgelegt sind. Formulieren wir das nun genauer in folgendem

Satz 1 (Eindeutigkeit der Faktorisierung). Ist C eine reguläre Matrix, dann hat

C eine, bis auf unitäre Transformation, eindeutige Wurzel B, so dass C = B†B.

Beweis. Die Existenz ergibt sich sofort aus der Eigenwertzerlegung von C (siehe [34]).

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, es gibt eine zweite Matrix G, so dass

B†B = G†G. Da G regulär und somit invertierbar, gilt

(G†)−1B†

︸ ︷︷ ︸
U

B = G.

Die Matrix U ist unitär, da

U†U = ((G†)−1B†)†(G†)−1B† = B(G)−1(G†)−1B†

= B(G†G)−1B† = B(B†B)−1B† = I.

Also existiert ein unitäres U, so dass UB = G.
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Die Spalten der Matrix B sind mit den Vektoren vk zu identifizieren und die Matrix-

elemente von C mit den Produkten vj
†vk. Setzt man also voraus, dass H einen Satz von

linear unabhängigen Vektoren vk erzeugt, dann sind sie aus den Produkten vj
†vk bis

auf gemeinsame unitäre Transformationen zurückgewinnbar. Da man die Form von v0

kennt, kann man die Menge der unitären Transformationen bis auf diejenige eingrenzen,

die v0 fest lassen. Im nächsten Abschnitt soll hierauf noch genauer eingegangen werden.

Woran aber kann man erkennen, dass H linear unabhängige Vektoren erzeugt? Zum

einen muss v0 an jedem Eigenvektor hi von H einen Anteil haben, es muss also für alle

hi gelten, hi
†v0 6= 0. Weiter müssen die Eigenwerte hi zu den Vektoren hi paarweise

verschieden sein, sonst könnte es passieren, dass der Anteil von v0 am Eigenraum der

mehrfachen Eigenwerte auf dessen Eigenraumdiagonalen gefangen ist. Schließlich muss

der Rang von H möglichst hoch sein, da die Vektoren im Kern von H nicht erreichbar

sind. Tatsächlich muss der Rang größer gleich n − 1 sein, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 2 (Lineare Unabhängigkeit). Seien hj die Eigenvektoren zu einer Matrix H,

also Hhj = hjhj. Falls die Eigenwerte {hi} paarweise verschieden und v0 =
∑

αjhj

mit αj 6= 0, dann sind die Vektoren

vk = Hkv0 k ∈ {0, . . . , n − 1}

linear unabhängig.

Beweis. Wir betrachten die Determinante, die durch die Vektoren vk gebildet wird. In

der Eigendarstellung von H lassen sich die vk wie folgt schreiben

vk = Hkv0 =

n−1∑

j=0

αjH
khj =

n−1∑

j=0

αjh
k
jhj.

Für die Determinante ergibt sich

det(v0, . . . ,vn−1) =

(
n−1∏

j=0

αj

)
· det







1 h0 . . . hn−1
0

1 h1 . . . hn−1
1

...
...

...
1 hn−1 . . . hn−1

n−1







︸ ︷︷ ︸
Vandermonde-Determinante

=

(
n−1∏

j=0

αj

)
·
(

∏

1≤j<l≤n−1

(hl − hj)

)
.

Zur Berechnung der Vandermode-Determinante siehe [20]. Bei den gegebenen Voraus-

setzungen ergibt sich, dass die Determinante ungleich null ist, also sind die vk linear

unabhängig.
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Sind also die Vorbedingungen des obigen Satzes erfüllt, ist die Matrix B regulär und

somit auch die Merkmalsmatrix C. Es können also die n Vektoren vk bis auf unitäre

Transformationen aus den n2 Skalarprodukten vk
†vi unter den gegebenen Vorausset-

zungen zurückgewonnen werden.

Betrachten wir nun noch kurz das Histogrammverfahren aus Abschnitt 3.4.2. Falls

die Komponenten eines Vektors paarweise verschieden sind, ist es natürlich möglich,

die Komponenten des Vektors aus einem Histogramm bis auf seine Reihenfolge zurück-

zugewinnen. Jedoch bestehen zwischen unseren Vektoren vk Beziehungen, die verloren

gehen würden, wenn punktweise, für jeden Vektor einzeln, die Histogrammbildung an-

gewendet werden würde. Es muss also irgendwie versucht werden, die Reihenfolge vom

k-ten Vektor auf den k + 1-Vektor herüber zu retten. Wenn man sich k als kontinu-

ierlich vorstellt und vk als stetige Funktion, abhängig von k, dann kann man sich das

Histogramm als übereinander gelegte Funktionsgraphen der einzelnen Komponenten

(vk)i vorstellen:

Man sieht, wie jeder Zweig in 1 beginnt. Dies passiert, wenn v0 = (1, .., 1)T als Start-

vektor gewählt wird. Geht man davon aus, die Zweige bzw. Funktionen seien genügend

glatt und schneiden sich nur in einzelnen Punkten, so sollte es kein Problem darstellen,

jede einzelne Komponente zu verfolgen und sie rekonstruieren zu können. Somit haben

wir ein Verfahren, mit welchem wir die Vektoren vk zurückgewinnen können.

3.5.2 Von den Vektoren zur Kodierung

Nimmt man nun an, die n Vektoren v0,v
′
1, . . . ,v

′
n−1 seien bekannt, wobei diese mit

den Originalvektoren über eine unitäre Transformation Ũ ∈ Uv0
(n), die v0 fest lässt,

zusammenhängen Ũvk = v′
k, dann bilden die v′

k für die Matrix H′ = ŨHŨ† ein

Gleichungssystem. Setzen wir, wie im Abschnitt zuvor, voraus, die Vektoren vk seien
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linear unabhängig, dann werden durch die n − 1 Gleichungen

v′
1 = H′v′

0

...

v′
n−1 = H′v′

n−2

genau n−1 Bilder der Abbildung H′ festgelegt. Eine allgemeine n×n-Matrix ist jedoch

durch n − 1 Bilder leider noch nicht festgelegt.

Nimmt man an, H′ sei eine reelle, antisymmetrische Matrix ungerader Dimension

n, so weiß man [20], dass rang H′ = (n − 1) (H′ erfüllt trotzdem die Voraussetzungen

von Satz 2). Also ist das Bild von H′ (n−1)-dimensional und ist somit durch die obigen

Gleichungen festgelegt (falls kein Vektor vk im Kern von H liegt).

Für andere Fälle muss entsprechend auf die spezielle Struktur der Kodierungen

eingegangen werden, um zu sichern, dass (n − 1) Bilder die Kodierung festlegen.

3.5.3 Von der Kodierung zum Gitter

Hat man die Matrix H′ aus den Invarianten zurückgewonnen, so muss man aus dieser

Matrix das Gitter zurückgewinnen. Wir haben gesehen, dass H′ mit der ursprünglichen

Kodierung H(m) über eine unitäre Transformation Ũ ∈ Uv0
(n), die den Startvektor

fest lässt, zusammenhängt

Ũ†H(m)Ũ = H′.

Wir haben jedoch kein Wissen über die Transformation Ũ. Dennoch wissen wir, wie

H(m) nach einem gewissen Schema, durch die Kodierung vorgegeben, konstruiert wur-

de. Es muss also eine unitäre Transformation gesucht werden, zu der ein Gitter m

existiert, so dass obige Gleichung erfüllt ist. Jedoch darf es der Vollständigkeit wegen

kein Ũ geben, welches die Kodierungen zweier unterschiedlicher, nicht ähnlicher Gitter

ineinander überführt, formal

Ũ†H(m)Ũ = H(m′) ⇒ m ∼ m′. (3.15)

Kodierungen, die (3.15) erfüllen, nennen wir im weiteren eindeutig bezüglich Uv0
(n).

Die Eindeutigkeit ist also immer im Bezug auf eine Teilmenge von unitären Transfor-

mationen zu verstehen. Jetzt ist auch zu verstehen, warum diese Teilmenge möglichst

klein sein sollte. Umso kleiner die Teilmenge, desto größer ist die Chance, dass die von

der Kodierung erzeugten Matrizen eine Art Normalform unter diesen Transformationen

bilden. Für die Menge der durch eine bestimmte Kodierung erzeugten Matrizen gilt dies

genauso. Umso eingeschränkter die Menge der erzeugbaren Matrizen ist, desto größer

ist die Chance, dass diese eine Normalform bilden. Es ist also nicht zu erwarten, dass
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es n × n-Kodierungen gibt, die für n-knotige Gitter mit beliebigen Verbindungsgrad

eindeutig sind.

Besitzen wir also eine eindeutige und vollständige Kodierung, so sollte es möglich

sein, das Gitter aus den Invarianten zu rekonstruieren, vorausgesetzt die Vektoren vk

sind linear unabhängig und somit zurückgewinnbar.

3.6 Ein einfaches Beispiel

Im folgenden soll das wohl einfachste Szenario, welches in den gerade eingeführten

Rahmen passt, vorgestellt werden. Das Ziel ist es, einen Vektor x ∈ Rn permutations-

invariant zu repräsentieren. Als Kodierung des Vektors x wird gerade seine zugehörige

Diagonalmatrix gewählt, also

H(x) = Diag(x).

Die Merkmale Ik, mit dem 1-Vektor als Startvektor, ergeben sich zu

Ik = 1†vk = 1†Hk1 =
n∑

i=0

xk
i mit k = 1 . . . (2n − 1).

Setzen wir voraus, alle Einträge des Vektors x seien paarweise ungleich, dann sind

diese Merkmale sogar vollständig. Um dies zu zeigen, müssen die folgenden drei Punkte

betrachtet werden:

1. Die Merkmalsmatrix C ist regulär (Abschnitt 3.5.1). Die Merkmalsma-

trix cij = vi
†vj ist regulär, wenn die Vektoren vk mit k = 0 . . . (n − 1) linear

unabhängig sind. Die lineare Unabhängigkeit für die oben definierten Vektoren

folgt sofort aus Satz 2.

2. Die Kodierung ist durch das Bild des Vektors 1 bestimmt (Abschnitt

3.5.2). Es ist gilt gerade x = H(x)1.

3. Die Kodierung ist eindeutig (Abschnitt 3.5.3). Die reelle Diagonalform

einer hermiteschen Matrix ist bis auf Permutation eindeutig bestimmt.

Im letzten Punkt wird kein Gebrauch davon gemacht, dass die Eindeutigkeit nur in

Bezug auf unitäre Transformationen, die den 1-Vektor fest lassen, zu zeigen war. Diese

Tatsache ist jedoch von Bedeutung, wenn man obige Merkmale auf komplexe Vektoren

x erweitern will.
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Kapitel 4

Stückweise lineare Polygonzüge in
der Ebene

In diesem Kapitel wollen wir uns mit ganz speziellen Gittern im 2D beschäftigen.

Stückweise lineare, geschlossene Polygonzüge sind durch eine endliche, zyklisch geord-

nete Menge von Punkten ~xi ∈ R2 gegeben. Durch die Ordnung ist die Kantenrelation

E des Gitters vorgegeben.

Zuerst werden einige allgemeine Betrachtungen gemacht. Es wird sich herausstellen,

dass die translationsinvariante Darstellung von Vektoren von zentraler Bedeutung ist.

Es werden zwei schon bestehende Ansätze für die Gewinnung translationsinvarianter

Merkmale vorgestellt (CT-Transformation und diskrete Fouriertransformation). Da-

nach werden, mittels den in Kapitel 3 eingeführten Methoden, lageinvariante Merkma-

le vorgestellt und es werden diese bezüglich Vollständigkeit und dem Verhalten unter

Störungen untersucht. Die Merkmale werden durchgehend durch Mittelung gewonnen

(siehe Abschnitt 3.4.1).

4.1 Allgemeine Betrachtungen

Die euklidische Bewegung ~x′ = R~x + ~a setzt sich aus einer Dreh-(Spiegelung) R und

einer Verschiebung ~a zusammen. Nun ist es ein leichtes, durch Differenzenbildung zwi-
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schen den Nachbarknoten eine verschiebungsinvariante Darstellung des Polygonzuges

zu finden, bei der keine Information verloren geht. Es würden sogar n − 1 Differenz-

vektoren ausreichen, um den Polygonzug vollständig zu beschreiben, genau die zwei

Freiheitsgrade weniger, die durch die Redundanz bzgl. Translation der ursprünglichen

Darstellung dazugekommen sind.

Die Darstellung hängt nun immer noch von Drehung und Indizierung der Knoten ab.

Eine Drehung ist durch die Erhaltung der Winkel bzw. der Abstände charakterisiert. Es

liegt also nahe, diese als Repräsentanten eines Polygonzuges zu benutzen. Später werden

wir eine Darstellung zu sehen bekommen, die nur auf den Abständen dij = ||~xi − ~xj||
basieren wird. Es wird sich zeigen, dass die Abstände zwischen nächsten, über- und

über-über-nächsten Nachbarn

( di(i+1), di(i+2), di(i+3) ) (4.1)

ausreichen werden, um einen Polygonzug zu beschreiben. Jedoch muss man sich für

Vollständigkeit auf Polygonzüge beschränken, die keine drei benachbarte, kollineare

Punkte besitzen, das heißt es darf kein Knoten i und ein Faktor α existieren mit

~xi−~xi−1 = α(~xi+1−~xi). Eine weitere Möglichkeit besteht darin, sich pro Knoten nur die

Abstände di(i+1), di(i+2) und zusätzlich eine Vorzeicheninformation wi zu merken, die

die Orientierung der Knoten xi, xi+1, xi−1 beschreibt. Jedoch wird sich diese Darstellung

als unstetig bei stetigen Deformationen des Polygonzuges erweisen.

Es stehen zusätzlich noch die Winkel für die Darstellung zur Verfügung. Ein Poly-

gonzug ist zum Beispiel durch die Tupel (di(i+1), (ϕi−ϕi+1)) lageinvariant beschrieben,

wobei ϕi den Winkel zwischen der Kante (i, i + 1) und der x-Achse angibt. Es gibt

sicher noch andere Möglichkeiten, mit Kombinationen von Abständen und Winkeln

Polygonzüge zu beschreiben, jedoch ist bei der Verwendung von Winkeln immer zu be-

achten, dass ein gewisser Umlaufsinn des Polygonzuges vorausgesetzt ist. Die folgende

Darstellung {zi} = z ∈ Cn eines Polygonzuges wäre möglich:

zi := (1 +
di(i+1)

d(i−1)i

)e i(ϕi−ϕi−1). (4.2)

Diese Darstellung ist insbesondere skalierungsinvariant, da nur Abstandsverhältnisse

einfließen.

Betrachtet man solche vektorartigen Darstellungen, bei der die Komponente des

Vektors mit einer Kante bzw. einem Knoten des Polygonzuges korrespondiert, dann

hängen diese Darstellungen natürlich immer noch von der Indizierung ab. Eine Umin-

dizierung wirkt sich auf die Vektorrepräsentation durch zyklische Translation aus. Wir

suchen also eine Darstellung der Vektoren, die invariant gegenüber einer zyklischen
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Translation Pτ ∈ T (n) eines Vektors ist. Im folgenden sollen nun zwei in der Bildver-

arbeitung bekannte Methoden vorgestellt werden, die translationsinvariante Merkmale

für Vektoren liefern.

4.1.1 CT-Transformation

Die CT-Transformation [35] basiert auf einem Rekursionsschema. Gehen wir davon

aus, unser Objekt sei durch einen 2N = n dimensionalen Vektor x ∈ Kn repräsentiert.

Die Transformation Tn bildet den Vektor x ∈ Kn auf einen Vektor x̃ ∈ Kn ab, der

invariant unter zyklischer Translation des Vektors x ist. Die Transformation ist wie

folgt rekursiv definiert:

T1 = 1

T2n(x) = (Tn(f(x(l),x(h))), Tn(g(x(l),x(h)))) (4.3)

wobei x = (x(l)x(h)),

hierbei seien f, g : (K × K) 7→ K zwei symmetrische Funktionen, das heißt f(a, b) =

f(b, a) und g(a, b) = g(b, a). Der Vektor x(l) bezeichnet die n unteren Komponenten

x1, . . . , xn des Vektors x ∈ K2n, und x(l) die oberen Komponenten xn+1, . . . , x2n. Die

Anwendung der Funktionen f und g erfolgt punktweise auf die n-komponentigen Vek-

toren x(l) und x(h). In Abbildung 4.1 wird die Rekursion für einen 8 dimensionalen

Vektor veranschaulicht. Durch die rekursive Definition lässt sich leicht der Grund für

Abbildung 4.1: Rekursive Definition der Transformation. Schematisch

die Invarianz der Transformation verstehen. Geht man davon aus, die Transformati-

on Tn sei zyklisch invariant, dann kann man mittels der Definition (4.3) eine zyklisch

invariante Transformation T2n konstruieren. Dies kann man daran erkennen, dass sich

eine zyklische Translation des Vektors x ∈ K2n ebenfalls als zyklische Translation auf
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den Vektor f(x(h),x(l)) ∈ Kn auswirkt, vorausgesetzt man kann die Argumente von

f vertauschen (in Abbildung 4.2 ist dies beispielhaft für einen 8er Vektor abgebildet).

Das heißt Tn(f(x(h),x(l))) ist invariant unter zyklischer Translation des Vektors x. Dies

gilt genauso für den zweiten Teil Tn(g(x(h),x(l))) und somit ist die Transformation T2n

invariant.

Abbildung 4.2: Invarianz der CT. Die zyklische Translation eines 8 komponenti-
gen Vektors x führt zu einer zyklischen Translation des 4 komponentigen Vektors
f(x(h),x(l)).

Für die Wahl der Funktionen f und g existieren eine Reihe von Möglichkeiten [35].

Wendet man zum Beispiel die CT-Transformation auf die Polygonrepräsentation (4.2)

an, dann wäre etwa

f(z, z′) = |z + z′|2 und g(z, z′) = |z − z′|2

eine Wahl. Für die Distanzrepräsentation (4.1) ist es schon schwieriger: jede Vektor-

komponente besteht aus 3 reellen, positiven Zahlen ~qi = (di(i+1), di(i+2), di(i+3)). Die

Funktionen f ,g sind also vom Typ (R3 × R
3) 7→ R

3. Natürlich wäre es eine einfache

Möglichkeit, die Funktionen von oben punktweise auf die 3er Vektoren anzuwenden,

jedoch gehen so die Zusammenhänge zwischen den Abständen verloren, das heißt der

Vektor {di(i+1)} transformiert unabhängig von den zwei anderen und kann somit frei

verschoben werden, ohne die Merkmale zu ändern, was der Separationsfähigkeit nicht

unbedingt zuträglich ist. Das heißt wir benötigen ein symmetrisches 3er-Vektorprodukt,

wobei die drei Komponenten untereinander auf irgendeine Weise koppeln müssen, z.B.

f((d1, d2, d3), (d
′
1, d

′
2, d

′
3)) =




(d2 − d′
2)

2 + (d3 − d′
3)

2

(d3 − d′
3)

2 + (d1 − d′
1)

2

(d1 − d′
1)

2 + (d2 − d′
2)

2


 .

Eine ähnliche Wahl wäre für g möglich.

Betrachten wir noch kurz den Aufwand zur Berechnung der Transformation. Es sind

O(n log2(n)) Anwendungen der zweistelligen Verknüpfungen f, g nötig. Dies ist sofort
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daran zu erkennen, dass die Rekursionstiefe des Verfahrens N = log2(n) ist und für

jeden Rekursionsschritt n Verknüpfungen berechnet werden müssen. Der Speicherbe-

darf ist gerade O(n), da jeder Rekursionsschritt nur auf Ergebnisse des letzten Schritts

zurückgreifen muss, somit muss nicht für jeden Schritt neuer Speicher alloziert werden

und es genügen 2n Speicherzellen vom Typ K.

4.1.2 Diskrete Fourierdeskriptoren

Die Diskrete Fourier Transformierte x̃ ∈ Cn eines Vektors x ∈ Cn ist gegeben durch

x̃k = ek
†x =

n−1∑

i=0

xke
−i 2π

n
ik,

wobei ek
† die Fourier-Basisvektoren sind. Eine zyklische Translation Tt ∈ T (n) des

Vektors x um t Komponenten wirkt sich auf die Transformierte mit einer punktweisen

Multiplikation mit einem Phasenfaktor e i 2π
n

tk aus

ek
†Ttx = ek

†xe i 2π
n

tk.

Um Invarianz zu erreichen, muss dieser Faktor durch Normierung zum Verschwinden

gebracht werden. Dies kann, ähnlich wie bei den kontinuierlichen Fourierdeskriptoren,

wie folgt geschehen:

Ik(x) = x̃ke
−ik(arg(x̃r)−arg(x̃r−1)),

wobei r wieder eine für alle Objekte feste ganze Zahl ist. Die Invarianz kann leicht

durch Einsetzen1 überprüft werden. Der Parameter r sollte wieder so gewählt wer-

den, dass die entsprechenden Fourierkoeffizienten x̃r,x̃r−1 vom Betrag her möglichst

groß sind, damit die Winkel numerisch sicher zu berechnen sind. Die Berechnung der

Merkmale Ik(x) kann mittels FFT [31] in O(n log(n)) geschehen. Die Merkmale sind

sogar vollständig, d.h wir können den Vektor x bis auf zyklische Translationen aus den

Merkmalen zurückgewinnen. Es liegt nahe, diese Methode auf die Polygonrepräsenta-

tion (4.2) anzuwenden.

4.2 Kodierungen

Es sollen,wie schon oben erwähnt, zwei verschiedene Kodierungen betrachtet werden.

Die Eine wird allein nur auf 3 Distanzen pro Knoten beruhen. Die Zweite auf zwei

1Die Invarianz kann durch Einsetzen leicht gezeigt werden

Ik(Ttx) = x̃ke
i
2π

n
tk

e
−ik(arg(x̃r)−arg(x̃r−1)+ 2π

n
(tr−t(r−1)))

= x̃ke
i
2π

n
tk

e
−i

2π

n
kt

e
−ik(arg(x̃r)−arg(x̃r−1)) = Ik(x).

35



Distanzen pro Knoten und einer Vorzeicheninformation.

Da durch die Nachbarschaftsverhältnisse der Knoten eine zyklische Ordnung auf

der Knotenmenge vorgegeben ist, unterscheiden sich verschiedene Repräsentationen

des Polygonzuges nur dahingehend, mit welchem Knoten man die Aufzählung beginnt

und in welche Richtung gezählt wird. Die Invarianz der Repräsentation erstreckt sich

somit, nicht wie im allgemeinen Fall, auf die Permutationsgruppe, sondern auf die

Gruppe der zyklischen Translationen und Spiegelungen. In der Forderung (3.1) aus

Abschnitt 3.3 kann man sich somit auf diese beiden beschränken. Fassen wir die in

Kapitel 3 formulierten Anforderungen an eine Kodierung im speziellen Fall der Poly-

gonzüge zusammen:

1. Vollständigkeit der Kodierung

Aus der Matrix H(m) muss der Polygonzug m zurückgewinnbar sein.

2. Aufpunktinvarianz

Wie schon oben erwähnt, hat für eine Kodierung H(m) eines Polygonzuges m zu

gelten: H(τ(m)) = P†
τH(m)Pτ , wobei Pτ ∈ T (n).

3. Regularität

Die Matrix H(m) sollte, wie in Abschnitt 3.5.1 erläutert, möglichst regulär sein.

4. Rückgewinnbarkeit

Die Matrix H(m) muss durch (n − 1) linear unabhängige Bilder vollständig be-

stimmt sein.

5. Eindeutigkeit

Die Eindeutigkeitsbedingung (3.15) aus Abschnitt 3.5.3 kann für Polygonzüge

wie folgt formuliert werden:

Ũ†H(m)Ũ = H(m′) ⇒ Ũ ∈ T (n).

Das heißt, falls eine unitäre Transformation Ũ ∈ Uv0
(n) existiert, die zwei ver-

schiedene Matrizen H(m) und H(m′) ineinander überführt, dann muss diese

Transformation eine zyklische Translation oder eine Spiegelung sein.

Mit diesen Bedingungen vor Augen sollen die zwei Kodierungen angegeben werden.

4.2.1 Distanzkodierungen

Bezeichnen wir mit dij den Abstand zwischen dem i-ten und j-ten Knoten dij =

||~xi − ~xj||. Ein Polygonzug ist bis auf euklidische Bewegung und Spiegelung durch die
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Abbildung 4.3: Wie ein Polygonzug konstruiert wird. Angenommen, der Poly-
gonzug ist bis Knoten ~x5 konstruiert. Durch die Abstände d56 und d46 ist der Knoten
~x6 bis auf Spiegelung um die Kante (~x4, ~x5) festgelegt. Setzt man voraus, ~x3 liege nicht
auf der Spiegelungsachse, dann ist ~x6 durch den Abstand d36 festgelegt, da alle Punkte,
die nicht auf der Spiegelachse liegen, unterschiedliche Abstände zu den zwei möglichen
neuen Punkten haben.

Abstände di(i+1), di(i+2), di(i+3) bestimmt. Zur Veranschaulichung stelle man sich vor,

die Abstände di(i+1), d(i−1)i und d(i−1)(i+1) bilden ein Dreieck, dann kann man mittels

Zusammenstecken dieser Dreiecke einen Polygonzug konstruieren. Für jedes Dreieck

muss zusätzlich die Entscheidung getroffen werden, ob der neu entstehende Punkt ~xi+1

links oder rechts von der Kante (~xi, ~xi−1) liegt (siehe Abb. 4.3). Dies kann mit dem

Abstand zum vorhergehenden Punkt ~xi−2 entschieden werden. Lediglich zu Beginn,

wenn kein vorhergehender Punkt existiert, weiß man nicht, ob der neue Punkt ~x3 links

oder rechts von der Spiegelungsachse (~x1, ~x2) liegt, das heißt der Polygonzug ist nur bis

auf Spiegelung zurückgewinnbar. Die zweite Möglichkeit die Entscheidung zu treffen,

ob der Punkt ~xi+1 links oder rechts von der Kante (~xi, ~xi−1) liegt, besteht darin, sich

die Orientierung

ωi = sign (det

(
~xi+1 ~xi ~xi−1

1 1 1

)
)

zu merken. Jedoch führt die Anwendung der Signumfunktion zu Unstetigkeiten, die

gerade dann enstehen, wenn es drei benachbarte kollineare Punkte gibt, eben genau

dann, wenn obige Determinante zu Null wird.

Hat man nun solch eine Darstellung des Polygonzuges mittels Abständen gegeben,

dann ist diese invariant gegenüber der euklidischen Bewegung. Also wird sich eine

Lageänderung ε durch Uε = 1 auf eine Kodierung, die nur von diesen Abständen

abhängt, auswirken. Betrachten wir als erstes die Distanzkodierung, die auf 3 Distanzen
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Abbildung 4.4: Spiegelungsäquivalenz. Links: hermitesche 3Distanzkodierung. Es
wird zwischen verschiedenen Umlaufrichtungen unterschieden. Rechts: asymmetrische
2Distanzkodierung.

pro Knoten basiert. Sei D1 die Matrix, die auf der Diagonalen die Einträge di(i+1)

besitzt. Entsprechend seien D2 und D3 die Diagonalmatrizen mit den Einträgen di(i+2)

bzw. di(i+3) auf der Diagonalen. Dann ist die Kodierung wie folgt definiert:

H(m) := iD1 + (TD2 − D2T
†) + (T2D3 − D3(T

†)2), (4.4)

wobei T eine zyklische Translationmatrix2 ist. Die Kodierung ist offensichtlich antiher-

mitesch, sie setzt sich aus einem imaginären Diagonalteil und einem antisymmetrischen,

reellen Teil zusammen. Die Merkmalsmatrix C(m) (siehe (3.7)) ist also durch 2n − 1

komplexe Zahlen vollständig beschrieben. Wir nennen diese Kodierung im folgenden

3Distanzkodierung. Durch den antisymmetrischen, reellen Teil wird eine Umlaufrich-

tung des Polygonzuges induziert, das heißt die Kodierung ’erkennt’ verschiedene Um-

laufrichtungen des Polygonzuges (siehe Abbildung 4.4).

Als zweites führen wir die 2Distanzkodierung ein. Sie basiert, wie schon oben er-

klärt, auf nur 2 Distanzen und einem Vorzeichen pro Knoten. Die Matrix W sei die

Diagonalmatrix mit den Vorzeichen ωi auf der Diagonalen. Die 2Distanzkodierung sei

dann wie folgt gegeben:

H(m) := iWD1 + (TD2 + D2T
†). (4.5)

Offenbar ist sowohl die 2Distanzkodierung als auch 3Distanzkodierung vollständig, das

heißt die korrespondierenden Polygonzüge sind aus der Kodierung rekonstruierbar.

Tatsächlich wird sich später zeigen, dass die 2Distanzkodierung unter den in Kapitel

3 erläuterten Bedingungen zu vollständigen Merkmalsmatrizen C(m) führen wird. Je-

doch ist sie weder (anti-)hermitesch noch unitär und somit hängen die Einträge von

2Die Matrixelemente von T sind durch tij = δi(j+1) gegeben.
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C(m) nicht auf einfache Weise voneinander ab, was zu einem n2 dimensionalen Merk-

mal führt. Dies ist natürlich nicht wünschenswert, da man schon in O(n2) zwei Vektoren

auf Gleichheit unter zyklischer Translation überprüfen kann.

4.3 Experimente

Im folgenden werden einige praktische Versuche zu der eben vorgestellten Distanzko-

dierung (4.4) vorgenommen. Wir beschränken uns dabei auf die 3Distanzkodierung,

da sie dank ihrer Stetigkeit von eher praktischer Bedeutung ist. Die Merkmale Ik wer-

den durch Mittelung gewonnen (siehe Abschnitt 3.4.1), wobei k wieder 2n − 1 Werte

annimmt. Für antisymmetrische Kodierungen reichen diese bekanntlich aus, um die

komplette Merkmalsmatrix C(m) aufzustellen. Neben der reinen 3Distanzkodierung

betrachten wir auch die, durch die Exponentialabbildung induzierte, unitäre 3Distanz-

kodierung (siehe Abschnitt 3.4.3). Die unsymmetrische 2Distanzkodierung (4.5) wird

nicht betrachtet.

Name Kodierung It.vorschrift Merkmale

3Distanz (4.4) (3.14) v0
†Hkv0/||Hkv0||

unitäre 3Distanz (4.4) (3.13) v0
†exp(σnHt)v0

Für die unitären Merkmale bietet es sich an, Iterationsvorschrift (3.13) zu verwenden-

den, da sie auch ohne Normierung in einem vernünftigen Zahlenbereich bleiben. Der

Parameter σn wurde durch Ausprobieren3 wie folgt gewählt:

σn =
n

n + t0
, (4.6)

wobei die Merkmalsfunktion zwischen 0 und t0 ausgewertet wird. Bei den reinen 3Di-

stanzmerkmalen wird Iterationsvorschrift (3.14) eingesetzt. Es werden nur die Win-

kelanteile I ′
k (siehe Abschnitt 3.4.4) als Merkmal benutzt. Die Winkelanteile I ′

k sind

insbesondere invariant unter Skalierungen4 des Polygonzuges.

Als Testobjekte wollen wir zu Beginn sechs 4-knotige Polygonzüge benutzen, wobei

jedes Objekt zweimal in leicht unterschiedlichen Versionen im Datensatz vorkommt.

Die Punkte der Objekte liegen jeweils im Gebiet [−1, 1] × [−1, 1]. In Abbildung 4.5

3Es ist zu beobachten, dass bei konstantem σn = σ die Bogenlänge L der Merkmalsfunktion mit
wachsender Knotenzahl abnimmt. Also sollte σn klein für kleines n werden, damit die Merkmalsfunk-
tion langsamer durchlaufen wird.

4Eine Skalierung des Polygonzuges mit dem Faktor α wirkt sich auf die Kodierung durch Multi-
plikation mit α aus

I ′k(αm) = v0
†(αH)kv0/||(αH)kv0|| = v0

†Hkv0/||Hkv0|| = I ′k(m).
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1) 4/4/6.65 2) 4/4/6.09

3) 4/4/4.65 4) 4/4/4.57

5) 4/4/6.25 6) 4/4/6.44

7) 4/4/7.88 8) 4/4/7.38

9) 4/4/10.20 10) 4/4/10.18

11) 4/4/5.48 12) 4/4/6.05

1) 4/4/6.83 2) 4/4/6.50

3) 4/4/3.69 4) 4/4/3.39

5) 4/4/3.15 6) 4/4/3.33

7) 4/4/5.83 8) 4/4/5.20

9) 4/4/4.90 10) 4/4/5.48

11) 4/4/2.91 12) 4/4/3.73

Abbildung 4.5: 4-knotige Polygonzüge 3Distanzkodierung. Das Merkmal wird
in der komplexen Ebene dargestellt. Links: 3Distanzkodierung (4.4) mit Iterationsvor-
schrift (3.14). Rechts: unitäre 3Distanzkodierung mit Iterationsvorschrift (3.13). Die
Achsenbereiche der Merkmale sind alle identisch gewählt.

sind die Objekte rot dargestellt (unter der Beschriftung). Rechts davon, blau, sind je-

weils die Merkmale in der komplexen Ebene parametrisch aufgetragen. Die Beschriftung

oberhalb des Objekts setzt sich wie folgt zusammen: an erster Stelle steht die Objekt-

nummer und danach die Anzahl der Knoten des Objektes. Die dritte und vierte Zahl

sind für die Vollständigkeit von Bedeutung. Die Dritte ist der Rang der Merkmals-

matrix C(m) und die Vierte der Logarithmus der Konditionierungszahl der Matrix

C(m). Die Konditionierungszahl ist das Verhältnis vom betragsmäßig größtem zum

kleinsten Eigenwert der Matrix. Erinnern wir uns an die Vollständigkeitsbetrachtun-

gen aus Abschnitt 3.5.1, dann muss die Merkmalsmatrix C(m) invertierbar sein. Große

Konditionierungszahlen bedeuten also nahezu singuläre , nicht invertierbare Merkmals-

matrizen. Man kann sie als Maß für die Invertierbarkeit des Merkmalsbildungsprozesses

ansehen.

Betrachten wir also Abbildung 4.5. Die reine 3Distanzkodierung ordnet jedem Ob-

jekt 2n−1 komplexe Zahlen als Merkmal zu. Für die unitäre 3Distanzkodierung wurde

die Merkmalsfunktion an den Stellen t = 1, 2, . . . , 2n−1 ausgewertet. Tatsächlich kann

man erkennen, dass die Merkmale auf bestimmte Art charakteristisch für die Form der

Objekte sind. Die Merkmalsmatrix C(m) ist scheinbar für alle dargestellten Objekte

invertierbar, jedoch ist die Konditionierungszahl relativ groß. Im Vergleich haben die
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Abbildung 4.6: Ähnlichkeitsmatrizen. Links: 3Distanzkodierung. Rechts: unitäre
3Distanzkodierung.

unitären Merkmale leicht geringere Konditionierungszahlen. Eigentlich ist die Merk-

malsmatrix eines exakten Quadrats singulär, die Invertierbarkeit der Merkmalsmatrix

C(m) von Objekt 1 rührt also nur von den kleinen Störungen her, die es vom perfekten

Quadrat unterscheiden.

In Abbildung 4.6 sind Ähnlichkeitsmatrizen zu den 2 verschiedenen Versuchsreihen

angegeben. Zum Vergleich wurde der euklidische Abstand genommen

D(m, m′) =

√√√√
2n−1∑

k=1

|Ik(m) − Ik(m′)|2. (4.7)

Die Ähnlichkeitsmatrizen zeigen schön, wie die Distanzen zwischen ähnlichen Ob-

jekten klein werden. Es treten trotzdem ein paar Verwechslungen auf. Für die reine

3Distanzkodierung ist das Quadrat 2) den Objekten 9),10) ähnlicher als dem Quadrat

1). Die unitäre 3Distanzkodierung hat Probleme, zwischen den Quadraten 1),2) und

den Dreiecken 3),4) zu unterscheiden.

Neben den 4-knotigen Polygonzügen wurde auch mit vielknotigen Objekten experi-

mentiert. Bis jetzt wurden 2n− 1 Merkmale einem n-knotigen Objekt zugeordnet. Um

Objekte mit verschiedener Anzahl von Knoten vergleichbar zu machen, werden nun

immer eine feste Anzahl M an Exponentationen durchgeführt, somit werden jedem

Objekt M komplexe Merkmale zugeordnet. In den folgenden Versuchen wird M = 50

gewählt. Für die unitären Merkmale wird die Merkmalsfunktion an den Stützstellen

t = 1, 2, . . . , 50 ausgewertet.

Im Abbildung 4.7 sind für einige Beispielobjekte die Merkmale berechnet wor-

den. Für die reine Distanzkodierung ist zu erkennen, dass der komplexe Betrag der

Merkmalskomponenten mit zunehmender Knotenzahl immer schneller konvergiert. Dies

schränkt die Reichhaltigkeit der Merkmale deutlich ein, das heißt für große k sind be-

41



1) 8/8/10.71 2) 11/8/20.46 3) 18/2/31.04

4) 8/8/11.23 5) 11/8/19.37 6) 12/9/18.62

7) 9/9/14.42 8) 14/5/22.27 9) 16/5/23.09

10) 17/4/24.91 11) 12/7/20.66 12) 12/6/21.73

13) 22/7/24.52 14) 30/5/27.09 15) 12/8/18.97

16) 12/7/20.45 17) 10/9/15.57 18) 19/6/23.79

1) 8/7/16.19 2) 11/9/17.17 3) 18/10/17.81

4) 8/7/15.14 5) 11/8/16.90 6) 12/8/17.22

7) 9/8/16.77 8) 14/9/17.10 9) 16/9/17.66

10) 17/10/17.53 11) 12/9/16.90 12) 12/9/17.55

13) 22/9/17.88 14) 30/10/18.17 15) 12/8/17.92

16) 12/8/16.97 17) 10/7/16.88 18) 19/9/17.27

Abbildung 4.7: n-knotige Polygonzüge 3Distanzkodierung. Das Merkmal wird
in der komplexen Ebene dargestellt. Links: 3Distanzkodierung (4.4) mit Iterationsvor-
schrift (3.14). Rechts: unitäre 3Distanzkodierung mit Iterationsvorschrift (3.13). Die
Achsenbereiche der Merkmale sind alle identisch gewählt.

nachbarte Merkmalskomponenten immer stärker korreliert. Der Grenzwert des Betrages

ist in der Regel5 durch den Betrag des Skalarprodukts des Startvektors v0 mit dem

Eigenvektor e∞ zum betragsmäßig größten Eigenwert der Kodierung gegeben. Genau-

so ist die Invertierbarkeit der Merkmalsmatrix für Objekte mit großen Knotenzahlen

nicht mehr gegeben. Dies ist auch durch den schellen Konvergenzprozess zu erklären;

die Vektoren vk spannen nur einen kleinen Teilraum des Cn auf, da die vk sehr schnell

gegen e∞ konvergieren und sich ihr Konvergenzpfad nur in einem kleinem Teilraum

befindet.

Die unitären zeigen im Gegensatz zu den reinen Merkmalen mehr Vielfalt, jedoch,

wenn wir uns an Abschnitt 3.4.3 erinnern, wissen wir, dass sie in gewisser Weise die

gleiche Information wie die reine Distanzkodierung beinhalten, es wird also nur ein

anderes Vergleichsmaß angelegt.

4.3.1 Störungsuntersuchungen

Die vorgestellten Merkmale sollen nun daraufhin untersucht werden, wie sie auf kleine,

unabhängige Verschiebung der einzelnen Knoten reagieren. Die ursprünglichen Koor-

5Die Merkmalsvektoren vk = Hkv0/v0
†Hkv0 konvergieren gegen den Eigenvektor e, der den be-

tragsmäßig größten Eigenwert besitzt und gleichzeitig Anteil an dem Startvektor v0 hat, also v0
†e 6= 0.

Der Begriff der Konvergenz ist hier nicht ganz sauber benutzt: Die Richtung des Vektors vk konver-
giert, die komplexe Phase des Vektors oszilliert.
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Abbildung 4.8: Ähnlichkeitsmatrizen. Links: 3Distanzkodierung. Rechts: unitäre
3Distanzkodierung

dinaten {~xi} werden durch Verschiebungen {∆~xi} auf die Koordinaten {~x′
i} abgebildet

~x′
i = ~xi + ε∆~xi.

Bei den folgenden Versuchen werden Verschiebungen betrachtet, die durch n unabhängi-

ge, normalverteilte, mittelwertfreie Zufallsprozesse mit Standardabweichung σ = 1 ge-

wonnen wurden. Der Parameter ε kann als ein Maß für das Rausch/Signal-Verhält-

nis interpretiert werden. Die Testobjekte bzw. Signale befinden sich in dem Gebiet

[−1, 1] × [−1, 1], und deren Ausdehnungen sind im Bereich 1. Bei einer Störung der

Breite σ = 1 haben wir also ein Rausch/Signalverhältnis von 1, das Objekt wird bis zur

’Unkenntlichkeit’ zerstört. Für die folgenden Untersuchungen wurden Rausch/Signal-

Verhältnisse zwischen 0 und 0.2 gewählt.

In Abbildung 4.9 wird die Umgebung eines Quadrats betrachtet. In den beiden

oberen Diagrammen sind für verschiedene, zufällig gewählte Störrichtungen ∆m =

{∆~xi} die Abstände D(m, m + ε∆m) zwischen dem ursprünglichen Quadrat und dem

gestörten Quadrat für variierendes ε aufgetragen. Es ist zu erkennen, dass für die reine

3Distanzkodierung der Abstand für kleine ε etwas stärker anwächst als bei der unitären

Kodierung. Dafür flacht er für größere ε bei der reinen Kodierung stärker ab, was bei

dem linearem Verhalten der unitären Kodierung nicht zu beobachten ist. In den beiden

unteren Histogrammen sind die Verteilungsformen für das Auftreten dieser Abstände

bei festem ε = 0.2 dargestellt. Betrachtet man diese, so kann man erkennen, dass der

Abstand bei der reinen Kodierung nach oben hin beschränkt ist, was bei der unitären

nicht zu beobachten ist. Es gibt also bei der unitären Kodierung Störrichtungen ∆m,

die sich besonders stark auf die Merkmale auswirken.

In Abbildung 4.10 werden die sechs 4-knotigen Objekte aus Abbildung 4.5 betrach-

tet. Es wird ermittelt, wie stark eine Störung sein darf, dass die sechs Objekte noch
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Abbildung 4.9: Störunguntersuchung für ein Quadrat. Links: 3Distanzkodierung.
Rechts: Unitäre 3Distanzkodierung. Es sind für verschiedene Störungen {∆~xi} die
Abstände D(m, m + ε) vom gestörten Quadrat ~x′

i = ~xi + ε∆~xi zum ursprünglichen
Quadrat aufgetragen.

zu unterscheiden sind. Für jedes der sechs Objekte wurden zehn zufällige, gestörte

Versionen erzeugt und diese insgesamt 60 Objekte in Ähnlichkeitsmatrizen gegenüber-

gestellt. Dies wurde für fünf verschiedene Störintensitäten ε gemacht. Weiter wurde der

prozentuale Zuordnungsfehler F berechnet, der in der Literatur [8] auch als ’leave one

out’ -Fehler bekannt ist. Ein Objekt m wird falsch zugeordnet, falls es einen Abstand

D(m, m′) gibt, der minimal für ein Objekt m′ wird, welches nicht zu der Objektklas-

se des Objekts m gehört. Dieser primitive Klassifikatoransatz ist auch als ’Nächste

Nachbar’-Klassifikator bekannt. Der Zuordnungsfehler F ist dann der Anteil der falsch

zugeordneten Objekte. Er schwankt für verschiedene Stichproben um die ±1%. Es

wurden wieder Versuche zur reinen und unitären 3Distanzkodierung gemacht. Für die

4-knotigen Objekte schneidet die unitäre Kodierung vom Zuordnungsfehler leicht bes-

ser ab.

Es wurden noch zwei weitere Versuchsreihen mit mehrknotigen Objekten vorge-

nommen. In Tabelle 4.1 sind die Ergebnisse dargestellt. Es ist zu beobachten, dass

der Fehler für die vielknotigen Objekte, unabhängig von der Kodierung, weit größer
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Reine 3Distanzkodierung
ε = 0, F = 0% ε = 0.04, F = 1% ε = 0.08, F = 11%
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ε = 0.12, F = 30% ε = 0.16, F = 36% ε = 0.2, F = 55%
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Unitäre 3Distanzkodierung
ε = 0, F = 0% ε = 0.04, F = 1% ε = 0.08, F = 6%
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ε = 0.12, F = 25% ε = 0.16, F = 36% ε = 0.2, F = 48%
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Abbildung 4.10: Störungsuntersuchung für 4-knotige Objekte mit 3Distanz-
kodierung
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reine 3Distanz unitäre 3Distanz
ε 4er poly1 poly2

0.01 0% 2% 3%
0.04 1% 14% 10%
0.08 11% 40% 38%
0.12 30% 50% 60%

ε 4er poly1 poly2

0.01 1% 2% 2%
0.04 1% 30% 10%
0.08 6% 65% 40%
0.12 25% 79% 70%

Tabelle 4.1: Klassifikationsfehler.

ist als bei den 4-knotigen Objekten. Dies ist damit zu erklären, dass in der Regel für

Objekte bei konstanter Ausdehnung und steigender Knotenzahl die Abstände benach-

barter Knoten kleiner werden. Die Störungen wirken sich also bei vielen Knoten lokal

unkorrelierter aus. Kleine Abstände ändern sich relativ stärker bei gleich bleibender

Störintensität als größere Abstände. Im folgenden Versuch wird dieses Verhalten de-

monstriert:

1) 10/9/16.94 2) 10/9/16.75

3) 10/9/17.25 4) 10/9/17.50

5) 10/9/16.77 6) 10/9/17.62

1) 25/14/18.05 2) 25/14/18.27

3) 25/14/17.62 4) 25/15/17.57

5) 25/15/17.90 6) 25/16/17.25

Links ist das Objekt mit möglichst wenig Knoten konstruiert, rechts mit relativ vielen

Knoten. Die Störung bewegt sich wie in den vorigen Versuchen zwischen ε = 0 . . . 0.2.

Für den Betrachter erscheint die Störung des vielknotigen Objekts stärker als die des

wenigknotigen Objekts. Für das vielknotige Objekt kann schon eine Störintensität von

ε = 0.04 als stark bezeichnet werden.

In Abbildung 4.11 wird die Störempfindlichkeit der einzelnen Merkmalskomponen-

ten Ik für verschiedene Objekte genauer untersucht. Für jedes k wird der Erwartungs-

wert der Abweichung der Merkmalskomponenten

∆Ik(m) =

√
1

N

∑

ε

(Ik(m) − Ik(m + ε))2

gemessen, wobei N die Anzahl der Messungen ist. Offenbar sind die Merkmalskom-

ponenten Ik mit großem k sehr sensibel gegenüber Störungen. Dieses Verhalten war

auch zu erwarten, da sich anfänglich kleine Änderung mit fortlaufender Exponentation

von H immer weiter vergrößern. Das Verhalten ändert sich nicht wesentlich für die

verschiedenen Objekte.
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Abbildung 4.11: Störungsensibilität der Merkmalskomponenten. Links: 3Di-
stanzkodierung. Rechts: Unitäre 3Distanzkodierung. Es ist mittlere Abweichung der
2n − 1 Merkmalskomponenten Ik für Störungen mit ε = 0.2 aufgetragen.

4.4 Vollständigkeitsbetrachtungen

In den Experimenten haben wir gesehen, dass die Merkmalsmatrizen C(m) für Po-

lygonzüge mit relativ wenig Knoten (weniger als 10 Knoten) regulär sind. In diesem

Abschnitt wollen wir am Beispiel der asymmetrischen Distanzkodierung (4.5) zeigen,

dass es unter dieser Voraussetzung möglich ist, mit ’einfachen’ Mitteln der Linearen

Algebra einen Vollständigkeitsbeweis zu führen. Die folgenden Ausführungen sollen

mehr als Demonstration dienen, dass ein einfacher mathematischer Zugang für eine

Vollständikeitsanalyse der in dieser Arbeit vorgestellten Merkmale existiert. Das ei-

gentliche Ergebnis, die Vollständigkeit der asymmetrischen 2Distanz-Merkmale, ist von

geringerer Bedeutung, da sie von geringerem praktischen Interesse sind, wegen ihrer

Unstetigkeit und Größe (n2-Merkmale).

Setzen wir also voraus, dass die Merkmalsmatrix C(m) regulär ist. Das heißt die

Vektoren vk sind in diesem Fall bis auf unitäre Transformationen Ũ, die den Startvektor

v0 fest lassen, zurückgewinnbar. Nun muss zum einen die Kodierung H(m) durch (n−1)

Bilder der Vektoren vk festgelegt sein (siehe Abschnitt 3.5.2) und zum anderen muss

die Form von H(m) eindeutig unter Ũ ∈ Uv0
(n) sein (siehe Abschnitt 3.5.3). Diese

beiden Dinge wollen wir im folgenden zeigen. Beginnen wir mit dem zweiten Teil.

Erinnern wir uns kurz an die Distanzkodierung (4.4), sie setzt sich aus einem dia-

gonalen, imaginären Teil Ha = iWD1 = iD und einem symmetrischen, reellen Teil Hh

zusammen, wobei ersterer antihermitesch und der zweite hermitesch ist. Diese Tatsache
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benutzen wir im folgenden

Satz 3 (Eindeutigkeit). Sei H(m) die Kodierung aus (4.4) und sei n > 4 . Setzen

wir voraus, dass alle di(i+1) paarweise verschieden und alle di(i+2),di(i+3) ungleich null

sind, dann gilt für beliebiges U ∈ U(n),

U†H(m)U = H(m′) ⇒ U ∈ T (n).

Beweis. Die Matrix U†H(m)U hat also die Form einer Kodierung. Die Kodierung (4.4)

setzt sich aus einem hermiteschen und antihermiteschen Teil zusammen. Also kann man

schreiben

U†H(m)U = Ha(m
′) + Hh(m

′)

= U†Ha(m)U + U†Hh(m)U.

Da eine Matrix eindeutig in einen hermiteschen und antihermiteschen Teil zerlegt wer-

den kann und diese (anti)-hermiteschen Anteile unter unitären Transformationen inva-

riante Unterräume bilden, muss

Ha(m
′) = U†Ha(m)U

∧ Hh(m
′) = U†Hh(m)U

gelten. Somit wissen wir, dass U†Ha(m)U diagonal ist. Da vorausgesetzt wurde, dass

diese Diagonalelemente alle ungleich sind, wissen wir [20] von der Eindeutigkeit des

Spektrums eines hermiteschen Operators, dass es bis auf Permutation nur eine unitäre

Transformation gibt, für die eine hermitesche Matrix auf reelle Diagonalform gebracht

werden kann. Also muss U ∈ P (n) gelten. Unter den Permutationen erhalten jedoch

nur die zyklischen Translationen und Spiegelungen die Form des symmetrischen Teils

Hh(m) (vorausgesetzt die ersten Nebendiagonalelemente sind alle ungleich null). Also

folgt U ∈ T (n).

Es ist zu bemerken, dass die Eindeutigkeit eigentlich nur in Bezug auf unitäre

Transformationen, die einen bestimmten Startvektor v0 fest lassen, zu zeigen war. Von

dieser Tatsache wurde jedoch kein Gebrauch gemacht. Die Eindeutigkeit wurde durch

die Asymmetrie der Kodierung erkauft. Für symmetrische Kodierungen, die nur O(n)

unabhängige Merkmale erzeugen, ist jedoch die Einschränkung auf nur eine Teilmenge

von unitären Transformationen von zentraler Bedeutung.

Nun muss noch gezeigt werden, dass die Kodierung durch die Bilder der vk festgelegt

ist. Tatsächlich reichen die Bilder der Vektoren v0 und v1 aus.
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Satz 4. Gelten die Voraussetzungen von Satz 3, dann legen die zwei Vektoren

vk = Hkv0 k ∈ {1, 2}

die Matrixeinträge der Kodierung H eindeutig fest.

Beweis. Die Diagonaleinträge sind durch die Imaginärteile der Komponenten des Vek-

tors v1 sofort festgelegt, also hii = Im{ei
†v1}, wobei ei die Standardbasis ist. Für die

Nebendiagonalelemente können wir aus der Gleichung für Vektor v1 nur schließen, dass

hi(i+1) + h(i−1)i = Re{ei
†v1} gilt. Betrachten wir also v2

Im{v2} = Im{(iD + Hs)
2v0}

= Im{−D2 + i(HsD + DHs) + H2
sv0}

= (HsD + DHs)v0.

Dann ergibt sich für die Komponenten

Im{ei
†v2} = (hii + h(i+1)(i+1))︸ ︷︷ ︸

a

hi(i+1) + (h(i−1)(i−1) + hii)︸ ︷︷ ︸
b

h(i−1)i.

Somit haben wir ein lineares Gleichungssystem für hi(i+1) und h(i−1)i

(
1 1
a b

)(
hi(i+1)

h(i−1)i

)
=

(
Re{ei

†v1}
Im{ei

†v2}

)
, (4.8)

wobei a und b nur von den schon bekannten Diagonalelementen abhängt. Aus den

Voraussetzungen folgt zusätzlich, dass a und b ungleich sind, somit ist (4.8) eindeutig

lösbar. Also sind auch die Nebendiagonalelemente eindeutig bestimmt.

Der Beweis des letzten Satzes ist der Grund für die Wahl der 2Distanzkodierung.

Leider ist es dem Autor nicht gelungen, Satz 4 auch für 3Distanzkodierungen zu for-

mulieren, was nicht heißen soll, dass dies nicht möglich ist. Im Gegensatz dazu ist Satz

3 nahezu direkt auf die 3Distanzkodierung übertragbar.

4.5 Kommentare

In diesem Kapitel wurde eine Anwendung der in Kapitel 3 vorgestellten Methodik

präsentiert. Es wurden distanzbasierte Darstellungen von Polygonzügen angegeben und

diese als Kodierungen zur Merkmalsgewinnung eingesetzt. Zudem haben Experimen-

te die praktische Anwendbarkeit der so entstandenen Merkmale gezeigt. In weiteren

Störungsuntersuchungen konnte auch die Gutmütigkeit der Merkmale gegenüber klei-

nen Störungen nachgewiesen werden. Die Vollständigkeitsbetrachtungen haben gezeigt,
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dass es in diesem Rahmen möglich ist, mit einfachen Mitteln der Linearen Algebra die

Merkmale auf deren Separationsfähigkeit zu untersuchen. Die Konditionierungszahl der

Merkmalsmatrix hat sich als sinnvolles Maß für die Qualität der Merkmale herausge-

stellt. Jedoch hat sich in der Praxis gezeigt, dass die Konditionierungszahl in der Regel

relativ groß ist, das heißt die Merkmalsmatrix ist nahezu singulär. Dies ist vor allem

durch die schnelle Konvergenz des Merkmalsbildungsprozesses begründet.

Im Vergleich zu bereits existierenden Ansätzen, wie diskrete (Abschnitt 4.1.2) und

kontinuierliche (Abschnitt 2.2) Fourierdeskriptoren, schneiden die vorgestellten Merk-

male nicht ganz so gut ab. Die Berechnung der kompletten Merkmalsmatrix ist nur

in O(n2) möglich. Die diskreten FDs dagegen liefern vollständige Merkmale schon

in O(n log(n)), sind jedoch nicht zum Vergleich von Polygonzügen mit verschiedenen

Knotenzahlen geeignet. Hier bieten die kontinuierlichen FDs den besseren Ansatz. Die

einheitliche Parametrisierung des Polygonzuges durch eine stetige Funktion macht die

kontinuierlichen FDs unsensibel gegenüber der eigentlichen Darstellung des Polygonzu-

ges durch seine Knoten. Allerdings kann hier keine FFT zur schnellen Berechnung der

Merkmale benutzt werden; somit ergibt sich der Aufwand zu O(nk). Die Vorteile, der

in diesem Kapitel vorgestellten Vorgehensweise, liegen sicher in der Allgemeinheit und

Adaptivität der Invarianten. Es gibt eine Vielzahl von Möglichkeiten, Kodierungen zu

konstruieren. Die Kodierungen können mit Parametern versehen werden. Diese können

benutzt werden, um verschiedene Eigenschaften der Objekte zu betonen oder zu ver-

nachlässigen. Auf diese Weise kann auch das Problem der schnellen Konvergenz um-

gangen werden. Statt alle n Vektoren aus einer Kodierung zu gewinnen, könnten je-

weils für verschiedene Parameter einer Kodierung nur einige wenige Vektoren bestimmt

werden. Damit ist der Konvergenzprozess noch nicht so weit fortgeschritten und die

Merkmale sind reichhaltiger.
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Kapitel 5

Allgemeine 3D-Drahtgittermodelle

Im diesem Kapitel soll das vorgestellte Konzept auf Gitter mit beliebigem Verbindungs-

grad im Dreidimensionalen angewendet werden. Im vorangegangen Kapitel wurden nur

Gitter mit Verbindungsgrad 2 in der Ebene betrachtet, das heißt wir hatten viel ’Platz’

in der Matrix um eine Verbindung zu beschreiben, nämlich eine ganze Zeile für jede Ver-

bindung. Bei beliebigem Verbindungsgrad wird es schon schwieriger, die Information

zurückgewinnbar in einer n × n Matrix zu speichern. Um das Mehr an Information

unterzubringen, werden einfach die Matrixelemente selbst zu kleinen Matrizen. Die

weitere Vorgehensweise soll durch eine physikalische Feldgleichung motiviert werden.

Im folgenden wird zuerst die neue Kodierung für 3D-Drahtgittermodelle definiert

und daraufhin die GUI-Anwendung, die im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurde,

kurz vorgestellt. Diese wird dann in den darauf folgenden Experimenten als Analyse-

werkzeug benutzt und kann auch für zukünftige Untersuchung von invarianten Merk-

malen geometrischer Objekte dienen.

5.1 Kodierung

In der relativistischen Quantentheorie beschreibt die Dirac-Gleichung

i
d

dt
~v(t) = (

3∑

j=1

αjPj + mcβ + V )~v(t) (5.1)

das Verhalten eines Teilchens mit halbzahligen Spin, zum Beispiel das eines Elektrons.

Eine schöne Darstellung dieser Gleichung gibt es in [18]. Der beschreibende Zustands-

vektor ~v(t) ordnet nun nicht mehr jedem Punkt im Raum (in unserem Bild jedem

Knoten) einen Skalar zu, sondern einen 4-komponentigen Vektor. Der Vektor ~v(t) ist

also aus dem Produktraum H ⊗ C4. Die Impulsoperatorkomponenten Pi sind definiert

durch i d
dxj

(für Physiker: in Ortsdarstellung). Die αj und β sind spezielle antihermi-

tesche Matrizen C4×4, die bestimmte Kommutatorrelationen erfüllen. Der Faktor m
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entspricht der Masse des Teilchens und c ist die Lichtgeschwindigkeit. Das Potential V

soll ein in der Zeit konstantes und ortsunabhängiges Potential sein.

Wir versuchen nun, die Gleichung in unserem diskreten Gitterraum zu interpretie-

ren. Der Impulsoperator Pj kann diskret als Differenzenbildung zwischen den Nachbarn

interpretiert werden. Die Summe über j erstreckt sich über alle Nachbarn eines Kno-

tens i und die αj beschreiben die geometrischen Nachbarschaftsverhältnisse, wobei diese

aber nun von Knoten zu Knoten unterschiedlich sind, das heißt die αj hängen zusätz-

lich von dem entsprechenden Knoten i ab, also schreiben wir αij. Genauso hängen nun

die βi vom jeweiligen Knoten i ab. Die Komponenten ~vi = (~v)i ∈ R4 des Vektors ~v sind

mit den einzelnen Knoten des Gitters zu assoziieren. Wir wollen nun eine Konstrukti-

onsvorschrift vorstellen, die zu reellen 4n × 4n-Matrizen führt und sich als Kodierung

erweisen wird.

Die Geometrie wird durch die 4 × 4-Matrizen αij und βij beschrieben

αij :=

(
[~xi − ~xj]× 0

0T 0

)
=

(
[~dij]× 0
0T 0

)

βij :=

(
0 (~xi − ~xj)

(~xj − ~xi)
T 0

)
=

(
0 ~dij

−~dT
ij 0

)
, (5.2)

wobei []× die Kreuzproduktmatrix ist, das heißt ~a ×~b = [~a]×~b. Für diese Matrizen gilt

bei einer Rotation R des dreidimensionalen Koordinatensystems

α′
ij =

(
R 0
0 1

)
αij

(
R 0
0 1

)T

β ′
ij =

(
R 0
0 1

)
βij

(
R 0
0 1

)T

. (5.3)

Die in (5.2) gewählten Matrizen sind nur eine Möglichkeit. Es haben lediglich die Be-

dingungen (5.3) zu gelten, das heißt die Geometriematrizen müssen wie ein Tensor 2.

Stufe transformieren. Wählt man die Matrizen wie in (5.2), dann haben Punkte, die

weit entfernt und verbunden sind, einen größeren Einfluss auf die Merkmale als ver-

bundene Punkte mit geringem Abstand. Es könnte auch wünschenswert sein, dass dies

genau andersherum gilt, also dass der Einfluss umgekehrt proportional zum Abstand

ist. Wir werden uns jedoch auf die Geometriematrizen in (5.2) bei allen folgenden Be-

trachtungen beschränken. Jetzt können wir die uminterpretierte Version der Gleichung

(5.1) in Komponentenschreibweise aufschreiben

d

dt
~vi(t) =

∑

(i,j)∈E

αij(~vj(t) − ~vi(t)) + mβi~vi(t) + V ~vi(t), (5.4)

wobei βi =
∑

(i,j)∈E βij. In kompakter Schreibweise

d

dt
~v = H~v.
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Abbildung 5.1: Berechnung der Merkmale.Aus dem Vektor v wird in Abhängig-
keit der Verbindungsverhältnisse des Gitters der neue Vektor gewonnen. Zur Merk-
malsgewinnung dient nur die vierte ’isotrope’, richtungsunabhängige, Komponente des
Vektors.

Nun ergibt sich für die Matrixelemente der Matrix H ausgehend von (5.4) in Block-

schreibweise (das heißt die Matrixelemente sind 4 × 4-Matrizen):

hij :=






−
∑

(i,j)∈E(αij − mβij) + V falls i = j

αij falls (i, j) ∈ E
0 sonst.

Die so entstandene Kodierung ist für V = 0 antisymmetrisch. Die Wahl eines Potentials

V ungleich Null bietet den Vorteil, das Gitter bei verschiedenen ’Energien’ betrachten

zu können. V kann man sozusagen als spektralen Shiftparameter ansehen.

Bei der späteren Implementation wird uns nur die Anwendung der Matrix auf einen

Vektor interessieren. Natürlich muss dafür nicht die komplette Matrix aufgestellt wer-

den. Die Anwendung besteht für einen Knoten des Gitters aus der Berechnung eines

Kreuzproduktes und eines Skalarproduktes für jeden Nachbarn des Knotens. In (5.5)

ist dies für eine Komponente ~vi = (~qi, wi)
T dargestellt

(
~qi

′

w′
i

)
=

∑

(i,j)∈E

(
~dij × (~qi − ~qj) − m~dijwi

m~dij · ~qi

)
+ V

(
~qi

wi

)
. (5.5)

Betrachten wir das Transformationsverhalten der Kodierung genauer, um einen

geeigneten Startvektor zu finden. Eine Permutation der Knoten wirkt sich durch Pσ =

P′
σ⊗I4 auf die Konstruktion aus. Die euklidische Bewegung ~x′ = R~x+~a wirkt sich jetzt

durch eine Matrix Uε verschieden von der Identität aus. Die Wirkung der euklidischen

Bewegung ist für alle Komponenten des Knotenraums gleich und lässt sich somit als

Uε = (In ⊗
(

R 0
0 1

)
) = (In ⊗R′) schreiben. Somit ergibt sich für die gesamte Wirkung
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von Permutation und Rotation

PσUε = (P′
σ ⊗ I4)(In ⊗ R′) = P′

σ ⊗ R′. (5.6)

Der Startvektor v0 muss den Bedingungen (3.6) genügen und sollte zusätzlich identisch

für alle Gitter (gleicher Knotenzahl) sein. In letzterer Forderung besteht auch ein Grund

für die Wahl einer 4-dimensionalen Darstellung der Matrixkomponenten, weil sich so

sehr einfach ein Vektor angeben lässt

( ~v0)i = (0, 0, 0, 1)T . (5.7)

Der Vektor erfüllt offenbar die Bedingungen (3.6), also

PσUε ~v0 = ~v0,

und ist zusätzlich für alle Knoten identisch. Würde man eine dreidimensionale Dar-

stellung wählen und die Geometriematrizen würden bei Koordinatentransformationen

wie ein Tensor transformieren, dann existiert außer der Null kein Vektor, der die Be-

dingungen eines Startvektors erfüllt und identisch für alle Gitter ist. Somit ist man

fast gezwungen, eine vierdimensionale Darstellung zu wählen. Wir nennen die ersten

drei Komponenten Ortskomponenten und die vierte bezeichnen wir als isotrope Kom-

ponente, welche durch die Masse m mit den drei Ortskomponenten koppelt. Nach der

ersten Anwendung der Kodierung auf dem Startvektor erhält man (5.7)

( ~v1)i =
∑

(i,j)∈E

(
−m~dij

0

)
+ V0

(
~0
1

)
=

(
−m

∑
(i,j)∈E

~dij

V0

)
.

In den ersten drei Komponenten steht die Summe über die Differenzvektoren des Kno-

tens i zu seinen Nachbarn. Die vierte Komponente hängt nach der ersten Anwendung

noch nicht von der Gestalt des Gitters ab. In Abbildung 5.1 ist der Merkmalbildungs-

prozess durch Mittelung graphisch veranschaulicht. In die Merkmale fließen nur die

isotropen Komponenten des Vektors ein.

Neben der Merkmalsgewinnung durch Mittelung wurde auch die Merkmalsbildung

durch Histogramme eingeführt. Eine Histogrammbildung über die einzelnen 4n Kom-

ponenten der Vektoren ~vk ist, wie in der Einführung schon erwähnt, nur permutations-

invariant. Benutzen wir jedoch unsere Definition (3.10) eines Merkmalshistogramms

Ikλ(m) := ~v0
†f( ~vk − λ ~v0),

wobei ~v0 wie in (5.7) gewählt wird, dann ist Ikλ(m) tatsächlich auch ein lageinvariantes

Merkmal, da die Ortskomponenten bei der Skalarproduktbildung mit ~v0 heraus fallen.
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Merkmalshistogramme, die durch eine Rechteckfunktion gewonnen worden sind, eig-

nen sich nicht besonders gut zum direkten Vergleich, da sie sehr störempfindlich sind.

Zum Vergleich sind weiche glockenförmige Urnenfunktionen viel besser geeignet, was ja

gerade einer Tiefpassfilterung des störempfindlichen Rechteckhistogramms entspricht.

In den folgenden Versuchen werden zum Vergleich von Objekten wieder nur die Mitte-

lungsmerkmale betrachtet, jedoch werden die Histogramme zur Veranschaulichung des

Merkmalbildungsprozesses dienen.

5.2 Implementation und Schnittstellen

Im Rahmen der Versuche mit 3D-Drahtgittermodellen wurde eine GUI -Anwendung

entwickelt, die zur Analyse und Untersuchung verschiedener Methoden der invarianten

Merkmalsgewinnung dienen soll. Folgende Analysewerkzeuge wurden implementiert:

1. Objekttransformationen. Wie verhalten sich die Objekte bei Rotation, Trans-

lation, Skalierung und kleinen Störungen?

2. Ähnlichkeitsmatrizen. Wie separieren die Merkmale die Objektmengen? Wie

groß müssen Störungen sein, dass zwei verschiedene Objekte nicht mehr unter-

scheidbar sind?

3. Objektsuche. Welche Objekte sind einem gegebenen Objekt ähnlich?

Die Anwendung wurde in C++ mit Hilfe vom QT-Windowing-System entworfen. Sie

wurde möglichst modular gestaltet, damit sich leicht neue Schnittstellen, Objektty-

pen und Merkmalsberechnungen einbinden lassen. Es wurden Schnittstellen zu drei

verschiedenen 3D-Objekt-Formaten integriert:

1. (.poly) Ascii Text. [17] Beliebige polygonale Strukturen. Daten bestehen aus

einer Punktmenge X = {xi|i ∈ {1, . . . , n}} und einer Polygonmenge P = {pi|i ∈
{1, . . . , m}}, wobei ein Polygon pi durch eine geordnete Punktmenge gegeben ist,

die nicht notwendigerweise in einer Ebene liegen.

2. (.3ds) Autodesk 3DStudio. Beliebige triangulierte Strukturen. Daten beste-

hen aus einer Punktmenge X und einer Dreieckmenge P .

3. (.pdb) Protein Database. Molekulare Strukturen. Daten bestehen aus einer

Atommenge X, wobei jedes Atom durch seinen Ort und seine Elementbezeich-

nung charakterisiert ist. Als Bindungsinformation wird jedem Atom zusätzlich die

Menge seiner Nachbaratome (die Atome, die mit diesem in chemischer Bindung

stehen) zugeordnet.
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Bei Objekttypen wird zwischen polygonalen Oberflächenmodellen (.poly und .3ds)

und molekularen Modellen (.pdb) unterschieden. Molekulare Modelle besitzen zusätz-

lich Knotenattribute (Elementbezeichnung) und Kantenattribute (z.B. Doppel- oder

Einzelbindung) und unterscheiden sich in der internen Repräsentation von den Ober-

flächenmodellen. Im Anhang wird die entwickelte Anwendung noch etwas genauer be-

schrieben.

Das WWW stellt eine Vielzahl von Objekten in den obigen Formaten zum freien

Download bereit (3D Cafe, Protein Database). Im Rahmen dieser Arbeit wurden solche

Objekte gesammelt und archiviert.

5.3 Experimente

In den folgenden Experimenten soll nun die oben vorgestellte Kodierung auf ihre Taug-

lichkeit überprüft werden. Im vorigen Kapitel konnte schon gesehen werden, dass unsere

Merkmale von der ’Bauweise’ der Testobjekte abhängen, das heißt die Merkmale wa-

ren sensitiv gegenüber der Parametrisierung des Polygonzuges. Für den menschlichen

Betrachter ähnliche Objekte, die sich aber in der Anzahl der Knoten unterscheiden,

lieferten unterschiedliche Merkmale. Für 3-dimensionale Oberflächenmodelle kommen

diese Unterschiede noch weit mehr zum tragen, da der ’Konstrukteur’ eines Objektes

eine viel größere Freiheit beim Design seines Objektes besitzt. Betrachtet man zum

Beispiel die folgenden vier Raumschiffe,

dann sollten die Merkmale die Gemeinsamkeiten der Objekte (dass es sich um die

Enterprise handelt) erkennen. Dies ist jedoch von unseren Merkmalen nicht zu er-

warten. Deshalb sollten zum Test Objekte herangezogen werden, die auf ’einheitliche’

Weise konstruiert worden sind. Das heißt die Oberflächen sollten auf identische Weise

trianguliert worden sein oder besser gesagt, die dem Gitter zu Grunde liegenden Gra-

phen sollten isomorph sein. Anderseits könnte gerade die Sensitivität der Merkmale

gegenüber der Gitterstruktur ausgenutzt werden, um Objekte zu vergleichen, dessen

zugrunde liegender Graph ausschlaggebend für dessen Identität ist. Hier bieten sich

sehr gut Moleküle an. Die Atome stehen gerade für die Knoten des Gitters und die
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atomaren Bindungen werden als Verbindungsstruktur des Gitters interpretiert. In den

folgenden Untersuchungen werden also zwei Datensätze untersucht. Der eine wird aus

bekannten Molekülen der Schulchemie, der zweite wird aus einer Sammlung von Fi-

schen bestehen. Fische bieten sich gerade deshalb an, da deren Körper in der Regel

topologisch äquivalent zu einer 2-Sphäre ist.

Zum Vergleich werden die in Abschnitt 2.1 vorgestellten ShapeDistribution ver-

wendet. Diese wurden jedoch nur im Zusammenhang mit triangulierten Oberflächen

eingeführt. Deshalb wird hier die Methode auch für allgemeine Gitter definiert und so-

mit können auch Moleküle betrachtet werden. Die zufälligen Punkte werden nicht mehr

auf Oberflächen verteilt, sondern auf den Verbindungsgeraden benachbarter Knoten.

Diese Vorgehensweise nennen wir ab jetzt GridDistribution.

5.3.1 Moleküle

Beschäftigen wir uns also zuerst mit den Molekülen. Im Anhang sind alle benutzten

55 Moleküle in einer Tabelle dargestellt. In Abbildung 5.3 sind beispielhaft für einige

Moleküle die durch die oben eingeführte Kodierung erzeugten Merkmale dargestellt.

Die Merkmale werden sowohl durch Mittelung als auch mit Histogrammen ermittelt.

Ebenso wenden wir die eben vorgestellte GridDistribution auf die Moleküle an. Die

Mittelungsmerkmale werden wieder mit Iterationsvorschrift (3.14) gewonnen und die

Winkelanteile I ′
k als Merkmale benutzt. Unabhängig von der Anzahl der Atome eines

Moleküls berechnen wir im folgenden immer eine feste Anzahl M = 100 der Merkmale

I ′
k. Für die Histogrammbildung wird ebenfalls Iterationsvorschrift (3.14) benutzt und

als Urnenfunktion eine Rechteckfunktion gewählt. Die GridDistribution wird mittels

der ShapeFunction D1 (siehe Abschnitt 2.1) gewonnen. Es wird also der euklidische

Abstand zwischen zwei zufällig gewählten Punkten auf der Verbindungsstruktur des

Moleküls gemessen.

Betrachten wir Abbildung 5.3. Auf den ersten Blick ähneln sich die Mittelungsmerk-

male doch sehr, obwohl die Moleküle im Grunde sehr unterschiedlich sind. Die Histo-

gramme scheinen da um einiges reichhaltiger zu sein, jedoch fällt, wie schon erwähnt,

bei Histogrammen der Vergleich schwerer. Sie spiegeln in gewisser Weise die Symme-

trieeigenschaften der Moleküle wieder. Betrachten wir als erstes ’methane’. Das Histo-

gramm besteht aus 2 Zweigen, der eine ist mit dem zentralen C-Atom zu assoziieren,

der zweite besteht eigentlich aus vier einzelnen, den H-Atomen zugeordneten Zwei-

gen. Dass diese vier Zweige nicht auf verschiedene Niveaus aufspalten, liegt gerade an

der Symmetrie des Atoms. Hierauf werden wir später am Beispiel von ’benzene’ noch

genauer eingehen.

Betrachtet man die GridDistribution, so ist deutlich zu erkennen, wie für Mo-
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Abbildung 5.2: Diagrammerklärung. Die Histogramme sind als überlagerte Graphen
der isotropen Komponentenfunktionen zu verstehen.

Name Objekt Mittelung Histogramm GridDistrib.

ethane (C2H6)

benzene (C6H6)

toluene

methane (CH4)

borane1

menthol

Abbildung 5.3: Beispiele
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Feste Masse m = 1000 Festes Potential V = 50

V = 500 V = 200 V = 100

V = 50 V = 20 V = 10

m = 100 m = 500 m = 1000

m = 2000 m = 5000 m = 104

Abbildung 5.4: Merkmale von Ethanol für verschiedene Parameter.

leküle mit kleinem Durchmesser, wie ’methane’, die Abstandshäufigkeiten nur für kleine

Abstände von Null verschieden sind. Für die zwei größeren Moleküle kann beobachtet

werden, dass für das eher längliche Molekül ’methane’ die Häufigkeiten für größere

Abstände schneller ausdünnen als für das voluminösere Molekül ’borane’, was auch zu

erwarten ist.

In Abbildung 5.4 wurden die Mittelungsmerkmale beispielhaft für verschiedene

Parameter berechnet. Man sieht, wie mit steigendem Masseparameter die Frequenz

der Merkmale zunimmt, im Gegensatz dazu fällt die Frequenz bei steigendem Po-

tential. Die Parameter 1/V und m spielen also eine ähnliche Rolle, jedoch hängen

die Merkmale nicht nur vom Verhältnis m/V ab. Betrachtet man die Merkmale mit

m = 1000, V = 500 und m = 100, V = 50, so kann man erkennen, dass sich die Merk-

male unterscheiden. Wählt man die Masse zu groß bzw. das Potential zu klein, wird die

Frequenz im Vergleich zur ’Abtastrate’ zu groß, so dass sich unstabile Merkmale erge-

ben, wie später in den Störungsuntersuchungen zu sehen sein wird. Die Frequenz der

Merkmale ist weitgehend unabhängig von dem zugrundeliegenden Objekt, wie schon

in Abbildung 5.3 zu erkennen war. Für geringe Frequenzen ist eine hohe Korrelation

zwischen benachbarter Merkmalskomponenten Ik und Ik+1 zu erkennen. Für höhere

Frequenzen sind Korrelationen zwischen den Komponenten Ik und Ik+∆k zu beobach-

ten, wobei 1/∆k etwa der Frequenz der Merkmale entspricht.

Um die Suchfähigkeiten zu testen, wurde ein Teil der Moleküle in drei Klassen un-

terteilt: Kohlenwasserstoffe, Aromate und Säuren. Den Kohlenwasserstoffen sind die

typischen Moleküle wie Ethan, Propan, Butan usw. zuzurechnen. Aromate sind durch

die typischen Benzolringe (’benzene’) gekennzeichnet. In Abbildung 5.5 wurden Mit-

telungsmerkmale mit den Parametern M = 100, m = 1000, V = 50 benutzt. Es sind

drei verschiedene Suchanfragen nach ’benzene’ (Aromat), ’rr-tacid’ (Säure) und ’hex-

ane’ (Kohlenwasserstoff) dargestellt. Die Rangliste ist nach dem euklidischen Abstand
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Abbildung 5.5: Molekülsuche. Trennende Merkmale für Kohlenwasserstoffe und Säur-
en.

Abbildung 5.6: Ähnlichkeitsmatrizen für 3 Klassen. Links: Invarianten durch Mit-
telung. Rechts: GridDistribution

zum gesuchten Objekt geordnet. Offenbar können die Merkmale zwischen Säuren und

Kohlenwasserstoffen unterscheiden, auf die Anfrage ’benzene’ jedoch liefert die Suche

als erstes vier Kohlenwasserstoffe, erst dann kommt das erste Aromat. In Abbildung

5.6 ist links die zugehörige Ähnlichkeitsmatrix dargestellt, rechts daneben wurde die

Ähnlichkeitsmatrix mit der GridDistribution gewonnen.

Störungsuntersuchungen

Ähnlich wie bei den 2-dimensionalen Experimenten wurde die Separationsfähigkeit der

Merkmale unter kleinen Störungen untersucht. Für jedes Molekül im Datensatz wurden

wieder mehrere gestörte Versionen erzeugt und diese mit dem in Abschnitt 4.3.1 vorge-

stellten primitiven Klassifikator gegenübergestellt und der prozentuale Zuordnungsfeh-

ler F berechnet. In der folgenden Tabelle sind die Ergebnisse für Mittelungsmerkmale
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ε 103/50 103/200 200/100 100/50 Grid 105 Grid 106

0 0% 0% 0% 0% 2% 0%
0.01 5% 3% 3% 2% 8% 1%
0.04 20% 11% 9% 10% 10% 1%
0.08 40% 20% 10% 12% 12% 1%
0.12 86% 72% 70% 47% 25% 12%

Zeit 0.01s 0.01s 0.01s 0.01s 0.2s 2s

Tabelle 5.1: Klassifikationsfehler.

mit verschiedenen Parametern m/V angegeben. Die Anzahl der Merkmale M ist für alle

Parameter fest mit M = 100 gewählt. Zum Vergleich sind zwei Experimente mit Grid-

Distribution durchgeführt worden. Hierbei wurde die Anzahl der Abstandsmessungen

S variiert, wobei S = 105 bzw. S = 106 gewählt wurde. Die letztere Wahl entspricht

der Empfehlung der Autoren von [1]. Zusätzlich sind noch die mittleren Berechnungs-

zeiten pro Objekt in Sekunden ermittelt worden (auf einem AMD Duron 1Ghz mit

256MB RAM). Die Tabelle 5.1 fasst die Ergebnisse zusammen. Offenbar ist die Grid-

Distribution im wesentlichen den Mittelungsmerkmalen vom Klassifikationsfehler her

überlegen. Jedoch kann es bei der GridDistribution passieren, dass durch deren nicht-

deterministischen Ansatz für ε = 0 Klassifikationsfehler ungleich Null auftreten. Da für

identische Objekte nicht exakt identische Merkmale produziert werden, ist es möglich,

dass sich die Merkmale insoweit unterschieden, dass das Objekt falsch klassifiziert wird,

was jedoch für eine hohe Anzahl von Messungen S höchst unwahrscheinlich ist.

Die Mittelungsmerkmale hingegen liefern, dank ihrer deterministischen Berech-

nungsweise, Fehler, die exakt Null sind. In Abbildung 5.4 war zu erkennen, wie klei-

ne m/V -Verhältnisse zu Merkmalsvektoren mit geringer Frequenz führen. Für solche

Verhältnisse nimmt laut obiger Tabelle der Klassifikationsfehler ab, das heißt Merk-

malsvektoren mit geringer Beweglichkeit sind offenbar nicht so störanfällig wie solche

mit großer Beweglichkeit. Jedoch nimmt durch die geringere Frequenz auch die Korre-

lation benachbarter Merkmalskomponenten zu. Es wurden nur Merkmale mit Verhält-

nissen größer 2 betrachtet, da für kleinere Verhältnisse die Merkmale nahezu konstant

werden.

Der Aufwand der Mittelungsmerkmale ist im Vergleich zur GridDistribution ver-

schwindend gering, was mit der geringen Anzahl der Atome bzw. Verbindungen der Ato-

me zusammenhängt. Der Berechnungsaufwand der Mittelungsmerkmale ist bekanntlich

linear in der Anzahl der Knoten, die der GridDistribution logarithmisch in der Anzahl

der Verbindungen.
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Symmetrie und Symmetriebrechung

Betrachten wir ’benzene’ (C6H6) bezüglich seiner Symmetrien. Für den zugrundelie-

genden Graphen gibt es Graphenisomorphismen σ, die den Graphen in sich selbst

überführen. Diese sind gerade die zyklischen Permutationen der CH-Gruppen. Den

gleichen Effekt, also die Umindizierung der CH-Gruppen, kann auch durch Rotation

des Gitters erreicht werden. Wenn m das Gitter zu ’benzene’ ist, dann gibt es also eine

Rotation ε und eine Umindizierung σ, so dass m = ε(σ(m)), wobei die Gleichheit hier

als echte Gleichheit zu verstehen ist (auch die Indizierungen sind gleich).

Dies kann sofort auf die zugehörige Kodierung übertragen werden. Sei R′ =

(
R 0
0 1

)

die Drehmatrix zu ε, und P die Permutationsmatrix zu σ, dann muss gelten:

H = (P ⊗ R′)†H(P ⊗ R′).

Die Matrix P ⊗ R′ wirkt sich nicht auf den Startvektor v0 aus, wenn er wie in (5.7)

gewählt wurde, da R′ sich nicht auf die isotropen Komponenten auswirkt, und alle

isotropen Komponenten des Vektors gleich sind, weshalb auch P keine Wirkung hat.

Also findet man für die Vektoren vk = (P⊗ R′)†Hkv0 oder

vk = (P ⊗ R′)vk.

Bei den Histogrammerkmalen sind gerade die isotropen Komponenten dieser Vektoren

vk mit den einzelnen Zweigen zu assoziieren. Sei der Vektor vk
iso der n-komponentige

Vektor, der aus den isotropen Komponenten des 4n-komponentigen Vektors vk besteht.

Da R′ bekanntlich nicht auf diese wirkt, gilt:

vk
iso = Pvk

iso. (5.8)

Was heißt dies also für das Merkmalshistogramm eines Gitters? Falls eine euklidische

Bewegung ε existiert, ungleich der Identität, die das Gitter auf sich selbst abbildet,

also m ' ε(m), dann sind die isotropen Komponenten genau der Knoten gleich, die bei
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Abbildung 5.7: Histogramme für ’sehr’ kleine Störungen von Ethan. ’Sehr’ be-
deutet hier, die Störungen sind lediglich durch numerische Ungenauigkeiten bei Rota-
tionen entstanden. Die Störsensibilität kommt durch ’numerische Symmetriebrechung’
zustande, die bei sehr symmetrischen Objekten auftritt.

der euklidischen Bewegung aufeinander geschoben werden. Für das oben betrachtete

’benzene’ kann jedes H-Atom mit jedem anderen H-Atom durch eine Rotation um

Vielfache von π/3 in Deckung gebracht werden, somit müssen alle H-Atome dieselbe

isotrope Komponente besitzen. Das Gleiche gilt für die C-Atome. Das Histogramm soll-

te also nur aus zwei Zweigen bestehen, der eine für die sechs H-Atome, der andere für

die sechs C-Atome. Betrachtet man jedoch das Histogramm für ’benzene’ in Abbildung

5.3, dann sind am Anfang noch zwei Zweige zu sehen, die sich dann aber plötzlich in

vier Zweige aufspalten. Die Symmetriebedingung (5.8) wird also für große k zusehends

durch numerische Ungenauigkeiten gebrochen. In Abbildung 5.7 sind Merkmalshisto-

gramme von ’ethane’ für ’sehr’ kleine Störungen abgebildet. Theoretisch dürften hier

genauso nur zwei Zweige auftreten, jedoch spalten diese wie beim ’benzene’ wieder

spontan auf. Der Aufspaltungszeitpunkt hängt dabei sehr sensitiv von kleinsten nu-

merischen Ungenauigkeiten ab. Es hat sich aber gezeigt, dass sich solche numerische

Aufspaltungen nur auf Histogramme und nicht auf die Mittelungsmerkmale auswir-

ken. Die Summe über die isotropen Komponenten Ik =
∑n

i=1(vk
iso)i, die bekanntlich

als Mittelungsmerkmale eingeführt wurden, bleibt von solchen Aufspaltungen unbe-

einflusst, das heißt es ändern sich lediglich die Summanden, die Summe an sich bleibt

konstant.

Drei Ausprägungen von Butan

Das Molekül Butan (C4H10) tritt in der Natur in drei verschiedenen stabilen Formen

auf. Die Formen unterscheiden sich jeweils in den Orientierungen der C-Atome zuein-

ander, wie in der folgenden Abbildung zu erkennen ist.
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Es hat sich herausgestellt, dass die vorgestellten Mittelungsmerkmale für alle drei Ver-

sionen des Moleküls identische Merkmale liefern. Man kann also behaupten, dass das

Verfahren auf gewisse Weise die natürlichen physikalischen Gegebenheiten ’erkennt’.

5.3.2 Fische

Beschäftigen wir uns nun noch zum Schluss mit dem Fischdatensatz, der aus 60 Mo-

dellen besteht. Die Fischmodelle setzen sich in der Regel aus ca. 7000 Dreiecken zu-

sammen, die sich aus unabhängigen Gittern für Körper und Flossen zusammensetzen.

Die Mittelungsmerkmale Ik sind für zwei unzusammenhängende Gitter auf natürliche

Weise durch die Summe der Merkmale der einzelnen Gitter gegeben. Solche Merk-

male sind insbesondere invariant unter unabhängigen euklidischen Bewegungen der

einzelnen Komponenten des Modells. Dies ist nicht unbedingt immer wünschenswert,

da die relative Stellung der einzelnen Komponenten (Flossen und Körper) zueinander

durchaus von Bedeutung ist. Nun gibt es natürlich die Möglichkeit, künstlich Nach-

barschaftsverhältnisse zu schaffen, jedoch verlangt dies nach störungsrobusten (insbe-

sondere lageinvarianten) effizienten Algorithmen, die zusätzlich Verbindungen in das

Gitter einfügen. Für unseren speziellen Fischdatensatz wäre es möglich, Körper und

Flossen getrennt zu vergleichen, was aber nur mit entsprechenden Vorwissen über die

Ordnung der Flossen möglich ist. Im folgenden werden wir einfach über die Merk-

male der einzelnen Komponenten der Fische summieren. Zum Vergleich wird nun die

originale ShapeDistribution benutzt.

In Abbildung 5.8 sind Ergebnisse auf zwei Anfragen dargestellt. Im Vergleich sind

die Ergebnisse jeweils mit den Mittelungsmerkmalen 500/103 und der ShapeDistributi-

on gewonnen worden. Für die Anfrage nach ’SiameseTiger’ liefert die ShapeDistribution

drei von Gestalt und Ausdehnung ähnliche Fische, was ja zu erwarten war. Hingegen

reagieren die Mittelungsmerkmale scheinbar sensibler auf die Form der Flossen der

Fische, alle drei Anfrageergebnisse haben die gezackte Rückenflosse mit dem ’Siamese-

Tiger’ gemein und auch alle anderen Flossen sind in der Anzahl und Gestalt vorhanden.

Man könnte also spekulieren, dass die Mittelungsmerkmale eher auf die Einzelheiten

der Fische achten, während die ShapeDistribution eher auf den Körper und die Aus-

dehnung der Fische achtet.

In Tabelle 5.2 sind wieder, wie im vorigen Abschnitt, Klassifikationsfehler für ver-

schiedene Störintensitäten festgehalten. Es ist wieder zu erkennen, dass die Mitte-

lungsmerkmale für kleine m/V -Verhältnisse geringere Störanfälligkeit aufweisen. Je-

doch konnten hier, im Gegensatz zu den Molekülen, auch kleinere Verhältnisse gewählt

werden. Dies hängt mit der größeren Punktdichte bei den Fischen zusammen.

Die ShapeDistribution zeigt bei großen Messraten S = 106 wieder gute Ergebnisse,
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ε 103/1500 500/103 102/103 Shape 104 Shape 105 Shape 106

0 0% 0% 0% 30% 0% 0%
0.01 0% 0% 0% 40% 1% 0%
0.05 13% 4% 0% 40% 1% 1%
0.1 40% 30% 3% 40% 2% 1%
0.5 72% 61% 56% 70% 18% 12%

Zeit 0.2s 0.2s 0.2s 0.05s 0.5s 4s

Tabelle 5.2: Klassifikationsfehler.

jedoch sind die Ergebnisse bereits bei S = 105, im Gegensatz zu den Molekülexperi-

menten, akzeptabel. Dies ist durch die einfache Struktur der Fische im Vergleich zu den

Molekülen zu erklären. Es genügen schon wenige Messungen, um die Struktur stabil

zu repräsentieren.

Die Vorteile der Mittelungsmerkmale hinsichtlich des Aufwands kommen hier wegen

der großen Anzahl der Knoten bzw. Dreiecken nicht mehr so sehr zum Tragen. Dies ist

unmittelbar durch den logarithmischen Aufwand der ShapeDistribution im Vergleich

zum linearen Aufwand bei den Mittelungsmerkmalen begründet:

Hierbei ist zu beachten, dass der Aufwand der Mittelungsmerkmale linear in der Anzahl

der Knoten ist, der Aufwand der ShapeDistribution ist logarithmisch in der Anzahl der

Dreiecke.

5.4 Kommentare

In den obigen Experimenten konnte die Anwendbarkeit der zu Beginn des Kapitels

eingeführten Kodierung gezeigt werden. Im Rahmen dieser Experimente wurde eine

GUI -Anwendung entwickelt, die Schnittstellen zu bekannten Formaten und Analyse-

werkzeugen zur Verfügung stellt. Neben den neu vorgestellten Merkmalen wurden auch

die Methode der ShapeDistribution [1] in die Anwendung integriert und diese zum Ver-

gleich benutzt.
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Anfrage Mittelung ShapeDistrib.

SiameseTiger Suzuki Napoleon

MangroveJack Redhead

Barramundi Reddevil

RedBetta Angel Angel

RedDevil BlueGrassGuppy

Demekin Manbou

Abbildung 5.8: Anfrageergebnisse. Es sind jeweils die drei ähnlichsten Fische zu den
abgebildeten Anfragen angegeben. Die Ähnlichsten sind zu oberst.
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Zu Beginn wurde an einem kleinem Moleküldatensatz das Verhalten der Mitte-

lungsmerkmale demonstriert und eine leicht modifizierte Version der in [1] vorgestellten

Methode, die GridDistribution, eingeführt. In den Störungsuntersuchungen wurden die

beiden Methoden hinsichtlich ihrer Separartionseigenschaften unter kleinen Störungen

untersucht, wobei sich die GridDistribution als robuster erwiesen hat. Unter gleichen

Störintensitäten zeigte sie deutlich geringere Zuordnungsfehler als die neu eingeführten

Merkmale. Auf der anderen Seite konnten letztere hinsichtlich der Rechenzeit die Grid-

Distribution klar dominieren, was unmittelbar mit der geringen Knotenzahl der ver-

wendeten Moleküle zusammenhängt. Dieser Vorteil ging aber somit bei den Fischen, die

mit weit mehr Knoten repräsentiert worden waren, wieder verloren. Bei diesen konnte

zusätzlich beobachtet werden, dass für die ShapeDistribution weit weniger Messungen

S ausreichen, um relativ stabile Merkmale zu produzieren, als für die bei den Mo-

lekülen verwendete GridDistribution. Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die

Anwendbarkeit der neu eingeführten Merkmale gezeigt werden konnte, diese aber von

der Rauschempfindlichkeit den ShapeDistribution unterlegen sind. Durch den linearen

Rechenaufwand hat sich jedoch die neue Methode für Objekte mit kleiner Knotenzahl

als sehr gut anwendbar herausgestellt.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde eine neue Art der invarianten Merkmalsgewinnung

für Drahtgittermodelle vorgestellt. Als erstes wurde in Kapitel 2 eine Übersicht über

bestehende Ansätze geliefert, die sich nicht nur auf Drahtgittermodelle beschränken;

es wurden auch Methoden für kontinuierliche Konturen in der Ebene, sphärische 3D-

Modelle, Oberflächenmodelle und Volumenmodelle betrachtet. Durch physikalische An-

schauungen motiviert, wurde im darauf folgenden Kapitel das Rahmenwerk zur Inva-

riantengewinnung eingeführt. Mit einfachen Mitteln der Linearen Algebra wurde der

Methodik eine theoretische Grundlage verschafft, die der konkreten Umsetzung in den

Kapiteln 4 und 5 Richtlinien auferlegt hat. In Kapitel 4 wurde dann eine Anwen-

dung der vorgestellten Methodik auf Polygonzüge in der Ebene vorgestellt. In diesem

Kontext konnte der intuitiven Vorstellung von ’reichhaltigen’ Merkmalen mittels der

Konditionierungszahl der Merkmalsmatrix eine fundierte Grundlage gegeben werden.

In den folgenden Experimenten wurde dem Leser ein Gefühl für das Verhalten der

Merkmale vermittelt und die Merkmale unter lokalen Störungen untersucht. Es zeigte

sich dabei jedoch, dass unter den gegebenen Bedingungen der Merkmalsbildungspro-

zess nicht invertierbar ist, was durch die schnelle Konvergenz der Merkmalsvektoren

begründet werden konnte. In Kapitel 5 wurde dann der Ansatz auf allgemeine drei-

dimensionale Drahtgittermodelle angewendet. Es wurde kurz das in diesem Rahmen

entwickelte Analysewerkzeug vorgestellt und in den darauf folgenden Experimenten

benutzt. Als Referenzmethode wurden die schon zu Beginn vorgestellten ShapeDistri-

bution verwendet. In den Störungsuntersuchungen wurde gezeigt, dass die vorgestellten

Merkmale sich störsensibler als die Referenzmethode verhalten, jedoch sind durch den

deterministischen Ansatz exaktere Vergleiche als mit der ShapeDistribution möglich.

In anschließenden Symmetriebetrachtungen wurde die Anfälligkeit der Merkmale bei

sehr symmetrischen Objekten gezeigt und anhand der Histogramme ein Gefühl für die

Funktionsweise der Merkmale vermittelt. Für das Molekül Butan, welches in der Na-

tur in drei verschiedenen Formen vorkommt, wurde festgestellt, dass die verwendete
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Kodierung für alle drei identische Merkmale produziert.

Es existieren sicher noch eine Reihe interessanter Fragen, die es wert sind, untersucht

zu werden. Die folgenden Punkte erscheinen dem Autor für weitere Untersuchungen

am interessantesten:

• Eindeutigkeit von (anti-)hermiteschen Kodierungen. In den Vollständig-

keitsbetrachtungen in Kapitel 4 konnte lediglich die Eindeutigkeit einer asym-

metrischen Kodierung gezeigt werden. Der weit interessantere Fall ist aber die

Eindeutigkeit einer (anti-)hermiteschen oder unitären Kodierung, da in diesem

Fall nur linear in n viele Merkmale erzeugt werden müssen.

• Vollständigkeitbetrachtungen für 3D-Kodierung. Es wurden nur die Poly-

gonmerkmale auf Vollständigkeit untersucht. Inwieweit ist mit der Kodierung aus

Kapitel 5 Eindeutigkeit zu erreichen? Welche Eigenschaften der Kodierung sind

für die identischen Merkmale der drei ’butane’-Ausprägungen verantwortlich? Auf

welche Gitter muss man sich einschränken, damit die Kodierung eindeutig wird?

• 3Distanzkodierung im 3D-Raum. Polygonzüge in der Ebene konnten mit Dis-

tanzen zwischen den Nachbarn beschrieben werden. Gibt es auch die Möglichkeit

Oberflächen im 3D-Raum ausschließlich mit Distanzinformation zu beschreiben?

Wie müssten solche speziellen ’Oberflächengitter’ und deren zugrundeliegenden

Graphen aussehen?

• Verhalten beim Einfügen von Knoten. Bei Experimenten mit der unitären

Kodierung in Kapitel 4 wurde mit dem Parameter σn (siehe (4.6)) versucht, Poly-

gonzüge mit verschiedenen Knotenzahlen vergleichbar zu machen. Jedoch wurde

σn rein empirisch gewonnen und es ist nicht klar, wie die Wahl von σn theoretisch

zu rechtfertigen ist. Es ist nicht einmal gesichert, ob es in diesem Rahmen über-

haupt ’sinnvolle’ Ähnlichkeitsmaße für Polygonzüge mit verschiedener Anzahl

von Knoten gibt.

• Kodierungen, die reguläre Merkmalsmatrizen erzeugen. Das eigentliche

Manko der vorgestellten Merkmale ist, dass die Reichhaltigkeit der Merkmale

stark von der Konvergenzgeschwindigkeit der Merkmalsvektoren vk abhängt. Es

sollte also nach Kodierungen gesucht werden, die in diesem Sinne ein ’gutes’, also

langsames Konvergenzverhalten aufweisen. In der Zusammenfassung in Kapitel

4 wurde schon eine Möglichkeit skizziert, wie mit Hilfe von parametrischen Ko-

dierungen den Merkmalen mehr Reichhaltigkeit gegeben werden kann. Genauso

könnten solche Parameter benutzt werden, um das Konvergenzverhalten zu stören

bzw. zu verlangsamen.
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• Anwendung der Merkmale in Verbindung mit Klassifikatoren. In den

Störungsuntersuchungen wurde ein primitiver Nächste-Nachbar-Klassifikator be-

nutzt, um einen Klassifikationsfehler zu berechnen, der dazu diente, die Merkmale

auf deren Störempfindlichkeit zu untersuchen. Es liegt nahe, solche Untersuch-

ungen mit höher entwickelten Klassifikatoren, wie Support-Vector Maschinen oder

Polynomklassifikatoren [8], zu unternehmen. Solche Klassifikatoren bieten zusätz-

lich die Möglichkeit, die Merkmale empirisch auf ihre Separationsfähigkeit zu un-

tersuchen. Man könnte zum Beispiel versuchen festzustellen, wie sich einzelne

Objekte im Merkmalsraum überlagern, welche Objekte sich besonders ähnlich

sind usw..

• Erweiterung auf attributierte Gitter. Die vorgestellte Methodik könnte auf

mehrere Art und Weisen auf attributierte Gitter erweitert werden. Nimmt man

Bezug auf die Kodierung in Kapitel 5, so wäre es ein leichtes, die Elementbezeich-

nungen der Atome als Atommassen in den Parameter m der Kodierung einfließen

zu lassen. Statt den Parameter m fest und für alle Knoten gleich zu wählen, nimmt

er in Abhängigkeit des Elementes verschiedene Werte an. Eine andere Möglich-

keit wäre die Erweiterung der Kodierung auf mehr als drei Dimensionen. Die

zusätzlichen Dimensionen könnten dann als kontinuierliche Attribute der Knoten

angesehen werden.

• Anwendbarkeit der Merkmalshistogramme. Die Merkmalshistogramme wur-

den bis jetzt nur zur Veranschaulichung benutzt. Inwieweit macht es Sinn, solche

Histogramme zum Vergleich zu benutzen?

• Anwendbarkeit auf Oberflächenmodelle. Da die Merkmale stark von der zu-

grundeliegenden Triangulierung der Oberflächenmodelle abhängen, diese jedoch

im allgemeinen nicht für die ’Bedeutung’ der Oberfläche von belang sind, bietet

es sich an, vorab eine Normalisierung des Gitters vorzunehmen. Für die Normali-

sierung von Oberflächenmodellen gibt es in [12] einen interessanten Ansatz. Eine

andere Möglichkeit wäre, mittels Finite Elementen zu versuchen, die Merkmale

unabhängiger von den zugrundeliegenden Knoten zu machen. Hier gibt es bereits

Methoden [28], die auf ähnliche Weise versuchen, Korrespondenzen in Bildern zu

finden.

• Andere Ähnlichkeitsmaße. In den Experimenten wurde nur die euklidische

Distanz, die auf der 2-Norm basiert, zwischen den Merkmalsvektoren als Ähn-

lichkeitsmaß benutzt. Welche anderen Normen (1-Norm, ∞-Norm) machen noch

Sinn, als Ähnlichkeitsmaß benutzt zu werden?
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• Verhalten unter globalen Störungen. In den Störungsuntersuchungen wur-

de nur das Verhalten unter lokalen Störungen betrachtet, das heißt die Verschie-

bungen der einzelnen Knoten waren unkorreliert. Genauso könnten auch globale

Störungen betrachtet werden, zum Beispiel kleine Parallelverschiebungen, Tor-

sionen oder ähnliches.

Es gibt also noch eine Menge Fragen und Probleme, die gelöst werden müssen, bevor

die vorgestellten Merkmale eine echte Anwendungen finden können. Es erscheint vor

allem die Erweiterung auf attributierte Gitter ’straight forward ’. Für Vollständigkeit im

3D könnte die Einschränkung auf spezielle normierte Gitter erfolgsversprechend sein.
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Anhang A

Symbole

Symbol Erklärung
N Die natürlichen Zahlen.
C Der komplexe Zahlenkörper.
R Der reelle Zahlenkörper.
K Ein Körper.
G Die Menge aller Gitter.
In Die Identitätsmatrix. In ∈ Mat(n, C).
U Eine unitäre Matrix U ∈ U(n).

Ũ Eine unitäre Matrix Ũ ∈ Uv(n), die den Vektor v0 fest lässt.
Uε Durch die euklidische Bewegung ε induzierte unitäre

Transformation (Seite 19).
Pσ Die Permutationsmatrix zu σ (Seite 19).
{ek} Die Menge der Basisvektoren ek, mit ek

†ej = δkj. Wenn nicht
weiter spezifiziert, handelt es sich um die Standardbasis.

v Ein Knotenvektor, die Komponenten sind mit Gitterknoten
zu assoziieren.

{vi} Ein Knotenvektor in Komponentenschreibweise. v = {vi}.
{cij} Eine Matrix in Komponentenschreibweise. C = {cij} = {ei

†Cej}.
δij Das Kroneckerdelta. Falls i = j ergibt sich 1, sonst 0.
(v)i Die i-te Komponente des Vektors v in der Standarddarstellung.

(v)i = ei
†v, wobei ei der i-te Basisvektor in Standarddarstellung.

~a Ein Raumvektor ~a ∈ Rd, die Komponenten sind mit Raumrichtungen
zu assoziieren.

~v Ein Vektor aus dem Produktraum von Knoten- und geometrischem
Raum, ~v ∈ R

n ⊗ R
d.

m Ein Gitter m ∈ G (Seite 15).
H(m) Bezeichnet die Kodierung eines Gitters m (Seite 18).
Ik(m) Bezeichnet die Merkmale eines Gitters m (Seite 21).
Iλk(m) Bezeichnet die Histogrammmerkmale eines Gitters m (Seite 21).
C(m) Die Merkmalsmatrix Gitters m (Seite 20).
Diag(z) Eine Diagonalmatrix mit den Komponenten des Vektors z auf der

Diagonale. ek
†Diag(z)ej = δkjzk.

span(v0, . . . ,vk) Der durch die Vektoren vk aufgespannte Raum.
1 Der Einsvektor ek

†1 = 1.

73



Symbol Erklärung
i Die imaginäre Einheit.
Re{} Der Realteil einer komplexen Zahl.
Im{} Der Imaginärteil einer komplexen Zahl.
⊗ Das Kroneckerprodukt.

|| · || die 2-Norm, ||v|| =
√

v†v.
' Gittergleichheit unter Umindizierung der Knoten (Seite 15).
∼ Gittergleichheit unter Umindizierung der Knoten und euklidischer

Bewegung (Seite 15).

∆ Der Laplace-Operator. ∆f = d2f

dx2

1

+ d2f

dx2

2

+ d2f

dx2

3

.

r(λ) Die Rechteckfunktion (Seite 22).

[~a]× Die Kreuzproduktmatrix mit ~a ×~b = [~a]×~b.
dij Der euklidische Abstand dik = ||~xi − ~xj|| zweier Knoten.
D(m, m′) Die euklidische Distanz der Merkmalsvektoren zweier Gitter.
F Der ’leave one out ’-Klassifikationsfehler (Seite 44).
σn Skalierungsfaktor für unitäre Kodierung (Seite 39).
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Anhang B

Beschreibung der Implementation

B.1 Benutzte Pakete und Umgebungen

Die in dieser Arbeit entwickelten Applikation wurde in C++ in einer Linux-Umgebung

entwickelt. Im Rahmen der GUI-Entwicklung wurden folgende Bibliotheken benutzt:

• Trolltech QT-Bibliotheken. Grundlegendes Windowing-Framework. Weitere

Informationen sind unter www.trolltech.com zu finden.

• OpenGL. Grafische Darstellung der 3D Objekte. Die OpenGL Homepage ist

unter www.opengl.org zu finden.

• Lib3ds. Importieren des 3DS Datei Format. Eine offene Bibliothek unter GNU-

Lizenz, verfügbar unter lib3ds.sourceforge.net. Für die Beschreibung des Formats

siehe www.the-labs.com/Blender/3DS-details.html.

• Pdb2Vrml. Importieren des PDB Datei Format. Ein offenes Konvertierwerkzeug

unter GNU-Lizenz, verfügbar unter www.geocities.com/gnubioq/pdb2vrml. Für die

Beschreibung des Formats siehe www.rcsb.org/pdb.

In Abbildung B.1 ist beispielhaft ein Screenshot der entwickelten Anwendung darge-

stellt. Das Klassendiagramm in Abbildung B.2 fasst die wichtigsten Klassen der Anwen-

dung zusammen. Für eine einheitliche Behandlung wurden die zwei Klassen Invariante

und Item eingeführt, die als Mutterklassen für die Invariantenberechnung und Objekt-

handhabung dienen. Die Klasse Invariante wird zur Darstellung der Invarianten und

zur Vermittlung der Berechnungsparameter zwischen Benutzer und der eigentlichen In-

variantenberechnung benutzt. Die Klasse Item ist für die verschiedenen geometrischen

Objektmanipulationen und für die Darstellung der beiden Objekttypen Polymesh und

Molecule verantwortlich.
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Abbildung B.1: Screenshot.

Abbildung B.2: Klassendiagramm.
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Anhang C

Moleküle

2me-3ane b-10ane b-11ane borane butane-a butane-e

butane-g cyclo-5ane cyclo-6ane d-7ane decane ethane

heptane hexane methane nonane octane pentane

propane adrenalin caffeine lsd nicotine valium

water 1-propanol Benzene Ethyene Phenol Propyne

Abbildung C.1: Moleküle
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toluene allene ammoniak asa butacid cdecalin

cholicac ethactetate ethacid ethanol i-cyclo-5ane kekulene

menthol methacid methanol piperine propacid q-cyclene

quinine r2bu-ts rr-tacid rs-tacid s34ane srdimecp

ssdimecp

Abbildung C.2: Moleküle.
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