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1 Zusammenfassung

Im vorliegenden Bericht befassen wir uns mit dem Problem der Lageberechnung und
der Gewinnung von vollstandigen Invarianten fiir allgemeine Drehspiegelungen von 3D
Objekten. Dazu betrachten wir die Wirkung der orthogonalen Gruppe O(3) im Raum
aller gebietsweise stetigen Funktionen f(x) : IR® — IR mit kompaktem Triger. Die
Behandlung dieses Problems erfolgt am zweckméfigsten unter Verwendung eines Systems
von Basisfunktionen, die an der Gruppe SO(3) angepafit sind. Es handelt sich hierbei um
Polynome |z|*!c]*(2), d € Z*, wobei die ¢]*(2) Kugelfunktionen /-ter Ordnung bedeuten.
Wir fiithren den Begriff “Kugelmomente” ein, um Innenprodukte einer Funktion f(), wie
oben, mit den Basisfunktionen ||??¢]*(2) zu bezeichnen. In diesem Basissystem zerfallt
die Wirkung von SO(3) in irreduzible Darstellungen, welche ihrerseits in irreduziblen
invarianten Unterrdumen wirken.

Wir erarbeiten eine neuartige, sehr kompakte und damit tibersichtliche Beschreibung die-
ser Unterrdaume. In Zusammenspiel mit der Cayley-Klein Parametrisierung der Gruppe
SO(3) erhalten wir einen sehr einfachen Zusammenhang zwischen den Kugelmomenten
einer Funktion f(x) und deren ihrer Verpflanzung f(R™ '), wobei R € O(3). Dies
gestattet uns, ausgehend von den Kugelmomenten einer vorliegenden Funktion, diesel-
ben der dazugehérigen Normfunktion auf relativ einfache Art und Weise zu berechnen.
Das geschieht ohne jeglichen Informationsverlust, weshalb das Ergebnis eine vollstandige,
O(3)-invariante Beschreibung von f(@) darstellt. Die Normierung findet ausschlieBlich
im Unterraum statt, der von Polynomen dritter Ordnung aufgespannt wird. Mit anderen
Worten, wir verwenden zur Normierung ausschlieBlich Momente dritter Ordnung. Die
Berechnung der Lage und der Paritat gegeniiber der Normfunktion ist eindeutig.

2 Einleitung

Moderne bildgebende Systeme sind in der Lage, Bilddaten zu liefern, die 3D Information
enthalten. Beispiele sind medizinische Diagnosesysteme basierend auf Computertomogra-
phie (CT), magnetische Resonanz (MRI), oder Positronenemissionstomographie (PET),
sowie auch aktive Entfernungsfinder, stereoskopische Riickprojektion u.s.w. In all die-
sen Féllen erfordert automatische Bilderkennung die Extraktion von Merkmalen, welche
invariant beziiglich einer beliebigen 3D Bewegung sein sollten. Dariiber hinaus ist fiir
Robotikanwendungen die eindeutige Bestimmung der Lage eines erkannten Objektes von
groflem Interesse.

Es stellt sich heraus, daf§ die Untersuchung dieser Probleme in den letzten fiinfzehn Jah-
ren sich auf nur wenige Publikationen niederschlagt ([2], [11], [10], [4], [8]), wenn man
Verfahren, die sich auf bekannte Punktekorrespondenzen von Projektionen stiitzen, aus-
klammert.

In [2] werden SO(3) Invarianten durch Kontraktion von Momententensoren gebildet.
Vollstandigkeit wird nicht erreicht und die Unabhéngigkeit der gebildeten Invarianten



ist nicht garantiert.

In [11] wird der Versuch unternommen, Ergebnisse aus der Theorie von 2D Momentenin-
varianten auf 3D zu verallgemeinern. Dies st68t jedoch auf fundamentale Schwierigkeiten,
da die Gruppe SO(3), im Gegensatz zu SO(2), nicht kommutativ ist. Deswegen konnten
dort nur invariante Momente zweiter Ordnung explizit hergeleitet werden.

In [10] wird die Lage von 3D Objekten aus einer Reihe von kalibrierten Orthogonal-
projektionen bestimmt, nachdem zunachst 3D Momente aus den Projektionen berechnet
werden. Dieser interessante Ansatz kann wesentlich verbessert werden, wenn man sich
auf die niedrigstmégliche Momentenordnung beschrankt. Dann sind weniger Projektio-
nen noétig, und es wird gréfere Robustheit garantiert.

In [4] wird mit Hilfe von Tensoralgebra eine affine Transformation zwischen Vorlage- und
Referenzobjekt berechnet, aber es werden auch Momente bis zur fiinften Ordnung ge-
braucht.

In [8] schlieBlich werden die Clebsch-Gordan Koeffizienten von Tensorproduktdarstellun-
gen herangezogen. Es werden verschiedene Invarianten niedriger Ordnung hergeleitet,
ohne Vollstandigkeit anzustreben.

In der vorliegenden Arbeit stellen wir zunachst die notwendigen mathematischen Grund-
lagen im Kapitel 3 bereit. Im Kapitel 4 definieren wir das Konzept der “(-Kodierung” von
Kugelfunktionen und -Momenten, das die analytische Behandlung des Problems erheblich
vereinfacht. Im Kapitel 5 wird der Normierungsvorgang erlautert und im Kapitel 6 erfolgt
die explizite Angabe der Lageberechnung und der vollstandigen Invarianten, wobei wir
feststellen, dafl beide Probleme sehr eng zusammenhéangen.

Wir lassen in dieser Arbeit Momente erster und zweiter Ordnung aufler Betracht. Mo-
mente erster Ordnung sollen zu Null normiert vorausgesetzt werden, womit eine Trans-
lationsinvarianz gewéhrleistet ist. Momente zweiter Ordnung sollen zur zuséatzlichen af-
finen Invarianz reserviert werden, wie in [1] geschehen. Dies ist gleichbedeutend mit
der Aussage, dafl die hier verwendete Normierung auch fiir Objekte mit kugelférmigem
“Tragheitsellipsoid” méglich ist. Auferdem kann man zeigen, dafl eine eindeutige Normie-
rung beziiglich Drehspiegelungen bei ausschliefilicher Verwendung von Momenten zweiter
Ordnung nicht moglich ist.

3 Grundlagen

In diesem Abschnitt fassen wir die fiir diese Arbeit wichtigsten bekannten Fakten iiber Ku-
gelfunktionen und irreduziblen Darstellungen der Gruppe SO(3) kurz zusammen. Dariiber
hinaus definieren wir Kugelmomente und leiten einen expliziten Polynomialausdruck fiir
Kugelfunktionen her. Dadurch erhalten wir eine Beziehung, die uns erlaubt Kugelmo-
mente beliebiger Ordnung als Linearkombination von {iblichen geometrischen Momenten
derselben Ordnung hinzuschreiben.



3.1 Kugelfunktionen und Kugelmomente

Der Unterraum (),, der von allen Monomen der Ordnung n in den drei kartesischen
Koordinaten x, y und z aufgespannt wird

Q=< "y, ., 2Pyl 2" > . pHqgtr=n

ist beziiglich jeder linearen Transformation R offensichtlich invariant. D.h.,ist ¢,.(2) € @,
so folgt ¢,(Rx) € Q,. Die Dimension von @), betragt ﬁn—“%n—ﬁl Schrankt man R
auf orthogonale Transformationen ein, R € O(3), so lassen sich innerhalb (), invariante
Unterrdume finden, die beziiglich der Gruppe O(3) irreduzibel sind. Wir bezeichnen diese
Unterrdaume mit M,; und erhalten eine Zerlegung von (), in eine direkte Summe

M, falls n gerade
M, falls n ungerade -

Qn:MnnGB* n,n—2@A n,n—4@ @{

Die Basiselemente von M,; sind von der Form (z% + y* + ZQ)WT_le}’”(w) = |e|*er (@),
wobei n — [ = 2d gerade und nichtnegativ ist, und die Funktionen e (@) Kugelfunktionen
[-ter Ordnung bedeuten, d.h. sie sind homogene Polynome [-ter Ordnung in den drei
kartesischen Koordinaten x, y und z, welche der Laplaceschen Differentialgleichung

Aef*(x) = (7 + 5+ %)e?”(ac) =0

geniigen (harmonische Polynome).

Definition: Wir bezeichnen Innenprodukte zwischen einer Funktion f(@) € (R+)R3 und
Basiselementen von M,; mit dem Begriff “Kugelmomente”:

R [ @l () de. (1

Die Dimension des Raumes K; aller Kugelfunktionen [-ter Ordnung, und damit die Di-
mension von M,; betragt 2 + 1. Die Dimensionskontrolle ergibt:

dim(M,,) + dim(M,, ,—2) + -+ + dim(M,o oder M,;) =
=2n+ 1)+ 2n=3)+2n—=T)+ -+ + (1l oder 3) =

1 2
_(nt )2("+ ) (in beiden Fallen) = dim(Qy).
Wir verwenden eine Indizierung, bei der m von +[ bis —[ lauft und fragen nach einer
expliziten Form der Kugelfunktionen ¢}*(«). Da sie homogene Polynome sind, lassen sie

sich zunédchst unter Verwendung von Kugelkoordinaten

x = rsindcos ¢
y = rsindsing
z = rcost



in die Form eJ*(2) = r'Y;™(¥, ¢) bringen, womit das Problem auf die Bestimmung der sog.
Kugelflachenfunktionen Y, (1}, ¢) verlagert wird. In der einschlagigen Literatur findet man
dariiber meistens nur ein Ergebnis, das aut die Formel von Rodrigues fiir die Legendre-
Polynome basiert ([6], [7]):

Y0, 6) = () - e und

Br(0) ~ (jsing)™ [(w? = 1)]

C dultm

(assoziierte Legendre Funktionen),

so daf}
(Y, v 477/ / Y, $) Y (9, ¢)* sindd dddg ~ 6™

(orthogonal auf der Oberfliche der Einheitskugel). Hierbei haben wir konstante reelle
Faktoren auBer acht gelassen. Obwohl die Eigenschaften der Unterrdume M,,; in grofier
Einzelheit bereits erforscht und bekannt sind, ist der explizite, analytische Umgang mit
Kugelfunktionen und insbesondere mit ihrer Verpflanzung unter der Wirkung von Dreh-
spiegelungen nach wie vor sehr schwerféllig.

Zur Authebung dieser Situation gehen wir von einer Integraldarstellung der assoziierten
Legendre Funktionen P"(¥)) aus, die in [3], oder [13] zu finden ist:

27

1 2T ‘
B () ~ 5= / (cos ¥ + jsind cos 'y)le_”m’ dry
0

Wir entwickeln den Binomialausdruck unter dem Integralzeichen und erhalten
)~y ! (cos W)= (jsin ) - L /%(COS'y)Ae_jm” dry (2)
! A 2r Jo '

Wir lassen hier und im folgenden die Grenzen der Laufvariablen von Summenzeichen
weg. Innerhalb der vorliegenden Arbeit lassen sie sich immer leicht ermitteln, wenn die

Definition "
A 0 sonst

zugrunde gelegt wird. Die Laufvariable erstreckt sich dann also iiber alle ganzzahligen
Werte, fiir die die vorkommenden Binomialkoeffizienten ungleich Null sind.
Mit Hilfe der Euler Beziehung cosy = M

L[ Ne=imY g — 1 A L[ A g
50(005’7)6 ’7—272”: y go(e) v
1 A

= 2—Az<y>5()\—m—‘2y).

erhalt man nun



Wir bekommen also von Null verschiedene Beitrage in (2), wenn A —m gerade und nicht-
negativ ist. Die Substitution A —m = 24 ergibt dann

m sing \ " em ! 2 +m (tanv)*\"
P (9) <j 5 > (cos ) zﬂ: ( 2+ m ) ( y ) < 1 .
Wir beriicksichtigen noch

(ot ) ()= (0) ()

und erhalten schliefllich

e (20 o (1) (150 (52

I

oder in kartesischen Koordinaten

(@) ~ [%(ij)rzl‘mz < . ) ( iy ) (‘fy) — @), (3)

m

Hierbei haben wir auf der rechten Seite die nichtnormalisierten Kugelfunktionen é}*(@)
definiert. Uber die Grenzen der Laufvariablen x stellen wir hier leicht fest: max (0, —m) <
p < Ll_TmJ Obiger Ausdruck stellt also fiir m > 0 offensichtlich homogene Polynome
in z, y und z dar. Wir notieren hier, dafl dies auch fiir m < 0 zutrifft, wobei die
Symmetriebeziehung gilt:

¢ " (@) = (=1)"e]" (2)". (4)
GIl. (3) ist bereits ein sehr niitzliches Zwischenergebnis, da es uns gestattet die (nichtnor-
malisierten) Kugelmomente

Fo= [ @)l ) b (5)

einer Funktion f(@) zu berechnen, wenn ihre geometrischen Momente vorliegen, wofiir
aber schnelle Algorithmen, die fiir 2D Bilder entwickelt worden sind [5], direkt auf 3D
verallgemeinert werden kénnen.

F:<_7]> Z(‘i) (i)(é_ﬁl) | @)y ) @) ()T

(6)
Man beachte, dafl der Integralausdruck in obiger Formel eine Linearkombination von
geometrischen Momenten n-ter Ordnung darstellt, und dafl die Symmetrie (4) bei reellem
f(@) sich auf die Kugelmomente iibertragt
B = (—)m(ED)” 7)

nl



Fiir analytische Zwecke viel interessanter jedoch, ist die im Kapitel 4 zu definierende
“(-Kodierung” von Kugelfunktionen und -Momenten.

Wir bestimmen noch Normalisierungskoeffizienten fiir die Funktionen e*(@) derart, dafl
sie ein Orthonormalsystem auf der Oberfliche der Einheitskugel bilden. Dazu berechnen
wir unter Verwendung von

/Oﬂ(sinﬂ)mﬂ(cosﬂ)m di = 22+ ( o ) /( Q(TZ”‘;?) ) ( b ) 2(m + 1) + 1]

das Normquadrat von é}*(@) fir || =1 :

1 2m s
7l

Mit der Definition

a2 _ ()?
€' (x)|"sind ddd ¢ = QI )+ m(=m)

AR+ m) I —m)t

= ! = 0
erhalten wir also

ef' () = " - & (x) (9)
orthonormal auf || = 1 . Da wir vorwiegend mit nichtnormalisierten Kugelfunktionen

él*(z) und -Momenten Fg arbeiten werden, notieren wir, dafl fiir letztere sinngemaf I} =
' F} gilt, und dafl die Verbindung zu den normalisierten Groflen iiber die Konstanten
c* jederzeit wiederhergestellt werden kann.

3.2 Irreduzible Darstellungen der Gruppe SO(3)

Fiir jedes nichtnegative, ganzzahlige [ definieren wir einen (2] 4 1)-dimensionalen Vektor
ei(x), der alle Kugelfunktionen [-ter Ordnung als Komponenten enthalt:

ei@) = (), el (@), e (@) . (10)

Nun wird die Invarianz der Unterrdume M) unter der Wirkung der Drehgruppe SO(3)
durch das Gesetz
e/(Pz) = o/(P)e(x) ; PeSO(3) (11)

reflektiert [3]. Wegen der Invarianz von || (|Px| = |2|), gilt das gleiche auch fiir die
Unterraume M,,;. Die (2[4 1) x (204 1)- Matrizen 0,(P), die obigen linearen Zusammen-
hang vermitteln, hingen nur von den Gruppenparametern ab und sind unitar. Wie man
aus obiger Gleichung unschwer sehen kann, erfiillen sie das Homomorphiegesetz

O[(Plpg) = O](Pl)O[(PQ) .



Sie bilden also eine unitare Darstellung der Gruppe SO(3), die zudem, wie bereits erwahnt,
irreduzibel ist. Da wir mit nichtnormalisierten Kugelfunktionen arbeiten wollen, miissen
wir das Gesetz (11) modifizieren: Elementweise hingeschrieben lautet es:

l

ef'(Px) =Y of"(P)ej(a) ,

n=—1[
woraus wir mit (9) bekommen

e (Pe) =Y Lo (P)ep(x). (12)

n=-—1

ey ol ~mn

Wir bezeichnen CiZol mit 0;"" und erhalten schliefllich mit selbsterklarender Notation
1
é(Pxz)=o0/(P)efx) . (13)

Obwohl die Matrizen o;(P) eine zu den o;(P) aquivalente Darstellung bilden, sind sie
nicht mehr unitar. Dafiir bieten sie aber erhebliche analytische Vorteile an, wie wir in
den folgenden Kapiteln feststellen werden.

4 Die (-Kodierung

4.1 Definition

Fiir jedes nichtnegative ganzzahlige [ definieren wir einen (2/ + 1)-dimensionalen Vektor

p;(¢) mittels
_ _n\T
pl(C):: (CZJCZ 17"'74.1,) ; CEC ;
und bilden das Produkt

l

b@: Q) = p(() (@) = 3 e (@)cn (14)

m=—I1

Damit haben wir die Kugelfunktionen [-ter Ordnung in die Koeffizienten eines Polynoms
2l-ter Ordnung in ¢, dividiert durch ¢, kodiert. Das ist also eine Art generierende Funk-
tion fiir Kugelfunktionen, die wir mit “¢ - Kodierung von Kugeltunktionen” bezeichnen.
Wir wollen é;(«; () berechnen. Aus (3) bekommen wir

o I 2 +y*\" [—p jr+gy "
ex; () = Zl;(li)(_ 422 ) %:<m+,u>[2 z C]
Z SU—]y 133 ]$+]y l—p
) le?(zt)(] 2ZC> <1+5 z C>




- [ Hy)g]l; () Vet

= 22 4 j(z 4+ jy)¢ + (@ _jy)c—1]l

2

= |cne (%(ij),z,%(x—jy))] ,

J7/2 —=1/2 0
und schliellich mit der Definition einer konstanten Matrix S := 0 0 1
7/2 1/2 0
. i
é(x; () = [py(¢)" Sz] (15)
und daher
éi@; () = [éx(2; Q)] (16)

Dies ist ein Resultat von bemerkenswerter Einfachheit: Die (-Kodierung von Kugelfunk-
tionen [-ter Ordnung ist gleich der [-ten Potenz der (-Kodierung von Kugelfunktionen
I-ter Ordnung. Mit anderen Worten: " (@) ist der Koeffizient von (™ in der Entwicklung
des Ausdrucks [é}(a}) (+ () + él_l(:n) . C‘l]l. Damit verfiigen wir iiber ein einfaches
Handwerkszeug, um mit Kugelfunktionen umzugehen. Der Schliissel besteht also darin,
die Unterrdaume M,,; iiber die (-Kodierung als Ganzes zu behandeln.

Bevor wir im nachsten Abschnitt die weittragenden Konsequenzen dieses Gesetzes beziiglich
Verpflanzungen der Kugelfunktionen unter der Wirkung der Drehgruppe SO(3) studieren,
bemerken wir, dal aus (14) und (15) folgt:

é1(x;() = pl(OTél(w) = pl(C)TSa: ;

also

éi(x) =Sz . (17)

4.2 (-Kodierung und Drehmatrizen

Im vorigen Abschnitt haben wir die Unterrdume M; und damit auch M,,; = |:c|”_l - My
iiber die (-Kodierung auf sehr kompakte Art und Weise beschrieben. Nun wollen wir
untersuchen, was eine Drehung von @ in den Unterrdumen M,,; bewirkt. Dazu bedienen
wir uns der erarbeiteten Beschreibung dieser Unterrdume und fragen nach einer geeigne-
ten Parametrisierung von SO(3). Es stellt sich heraus, daf sehr gute Dienste hierbei die
Cayley-Klein Parametrisierung erweist. Man erhélt sie iiber die stereographische Projek-
tion [6] , oder iiber den Homomorphismus von SO(3) zu der speziellen unitaren Gruppe



SU(2) [12]. Ohne auf diese Konzepte hier weiter einzugehen, geben wir diese Parametri-
sierung in folgender Form an:
R{a*+0*} —S{a* -0’} 2S{ab}
Pa,b)= | S{a*+b°} R{a* -0} —2R{ab} | ; a,beC , aa*+bb" =1.
28{ab*} 2R{ab*}  aa* — bb*
Es sei erwahnt, daB die komplexen Zahlenpaare (a, b) und (—a, —b) mit aa* + bb* = 1 auf
die gleiche Drehmatrix P fiithren, und daff jede andere Parametrisierung von SO(3) (z.B.

Drehachse-Drehwinkel, Eulerwinkel, u.s.w.) in umkehrbar eindeutiger Art und Weise mit
der oben angegebenen zusammenhéngt. Fiir die Inverse gilt

P(a,b)™" = P(a,b)" = P(a*,—b)

und die Identitat erhalt man iiber I = P(1,0).

Als Grundlage fiir die weiteren Uberlegungen miissen wir zunichst die Darstellung 01(P)
bestimmen. Dafiir schreiben wir auch 04(a, b) und bekommen aus (13) und (17) einerseits

ei(Pz) = 01(a,b)ei(x) = 01(a,b) Sz,
und andererseits
é,(Px) = SPx.
Das bedeutet
01(a,b)S = SP(a,b) ,
oder
o1(a,b) = SP(a,b)S™".
Die Darstellung 0, von SO(3) ist also dquivalent zur Selbstdarstellung dieser Gruppe und
mit der verwendeten Parametrisierung rechnen wir leicht nach:
a? ab b?
01(a,b) = | —2ab* aa*—bb* 2a*b
(b*)Q —(l*b* ((1*)2
Nun sind wir in der Lage, die Wirkung von P im Unterraum Mj; explizit hinzuschreiben.

él(Pz; () = py(() &1 (Pz) = p,(¢) 01(a, b)éy ().

Der letzte Ausdruck verlangt eine (-Kodierung der Spalten von o04(a, b). Wir fithren dies
durch und erreichen eine Faktorisierung in allen drei Spalten:

p1(€)T 01 (a,b) = % [(a¢ — B°)2, (aC — B)(BC + a®), (bC +a™)?]

oder

NN ICEL CEL W (ST

c b + a*



und somit

. oy (e =) (b +a”) . al— b7
el(PmaC> - C €1 (iB, bC‘I‘af*) .

Daraus liefert die fundamentale Beziehung (16) fiir jede beliebige Dimension

e G = R

Wir erweitern diese Ergebnisse derart, daB auch Spiegelungen miteinbezogen werden
kénnen. Dazu schreiben wir allgemein 3 X 3 orthogonale Matrizen R in folgender Pro-
duktform:

1
(i:—lf P=FEP ; c=+1; PeS0O3), Rc0O(3).
€

Aus (3) bestimmen wir die Wirkung einer Spiegelung an der z-y Ebene auf die Kugel-
funktionen é}*(@):

e (Bz) =™y (x). (19)
Die Definition (14), sowie (18) ergeben schliefilich
(acC — b*)(be¢ + a*) Yo asC— b
: ; . 20

Wir beobachten, daf} iiber die (-Kodierung die Wirkung der orthogonalen Gruppe in den
Unterraumen M,,; im wesentlichen in eine gebrochen lineare Abbildung der unabhéngigen

f(Rei) = |

Variablen ( iibersetzt wird, was analytisch viel einfacher zu handhaben ist.

4.3 (-Kodierung und Kugelmomente

Das Konzept der (-Kodierung 148t sich unmittelbar auf die Kugelmomente iibertragen.
Wir fassen alle Kugelmomente F} eines Objektes f(@) mit gleichen unteren Indizes in
einem Vektor F',; zusammen

. L. N
Fui= (BB B) = [ p(@)lelee) de (21)
RS
und definieren in Analogie zu (14) die (-Kodierung von Kugelmomenten iiber das Produkt
FulQ) = plC) Fu = [ f(@)lel el ) da (22)
RS

Nun konnen wir die Wirkung der Gruppe O(3) auf die (-kodierten Kugelmomente be-
rechnen. Dazu fithren wir die Bezeichnung

/RS F(RY2)|a|""ey(@; )" da =: (FR>M (©)

10



ein, und erhalten aus (20)

(FR)M(O - A%Sf(m)|Rm|”_lél(Rm;C*)* dx

* —b b* ! vy A *_b* *
_ |:((1 EC )C( EC-|—(1):| /Bsf(w)|w|n_lel <w’((j§éﬁ> de.

Dies ergibt mit (22) den Ausgangspunkt der weiteren Analyse:

<FH>M © = [(a*gC — b)(b*eC + a)]l P (M) | (23)

¢ beC +a

Wir werden auch von der Umkehrung dieser Beziehung Gebrauch machen, die man durch

die Substitution { — s_ffciba* erhalt:

FrC) = [E(aC + b)(zb*c + a*)]l. <FH>M <5%> ' (24)

5 Normierung und Zwischenvariablen

In diesem Kapitel treffen wir die Vereinbarung, daBl Gréfien ohne den Index r (z.B. Em

nl?

oder Fnl(f) u.s.w.) sich auf ein Objekt in der Standardlage beziehen (Normobjekt). Hin-
gegen soll der Index r darauf hinweisen, dafl die betroffene GréBe sich auf die Verpflanzung

fr(z) = f(R™'2) des Normobjektes bezieht. -

Unser Ziel ist nun, ausgehend von den Kugelmomenten (FR) , mittels einer Reihe von
[

konfliktfreien Normierungen, die Kugelmomente F " des Normobjektes zu berechnen.
Dazu werden wir einen Algorithmus, den wir in [1] unter Verwendung der Lie-Theorie
[9] hergeleitet haben, unverandert ibernehmen. Wir reformulieren hier seine Zwischen-
schritte iiber die (-Kodierung und erhalten eine kurze Kette von Hilfsvariablen mit ab-
nehmender Abhéangigkeit von den Gruppenparametern. Aufgrund des ausgepragt analy-
tischen Ubertragungsverhaltens zwischen den (-kodierten Hilfsvariablen, sind wir in der
Lage in jeder Stufe die Beziehung zu Variablen vorangehender Stufen sowohl vom aktu-
ellen, als auch vom Normobjekt anzugeben.

5.1 Normierung im Unterraum M3,
Es ist einfach aus (1), (11) und (19) zu sehen:
(Fg),, =diag(l,e,1,¢,---,¢,1)- 0(P)" - F. (25)

Da o; unitér ist, folgt daraus |(Fg), ,|* = |Fu|?. Dies ist eine klassische Invariante fiir das
betrachtete Problem, liefert aber fiir jeden (2/ 4 1)-dimensionalen invarianten Unterraum

11



nur einen einzigen Wert. Wir beschéftigen uns insbesondere mit dem Falln =3 und [ =1
und erhalten zunéchst

(FR)% |+ |(FR)% L+ [(FR)s [ = [P + | P + [Pt

Wir erinnern hier daran, daf} bei reellen Objekten f(«) die Symmetrie (4) der Kugelfunk-
tionen sich auf die Kugelmomente tibertréagt:

Fm=(=0)" ()7,

woraus die Betragsgleichheit folgt:

[Fam | = 1E

Unter Verwendung von ¢} = /6 und ¢? = /3 (s. (8)) folgt dann aus oben
Fy

\/‘ ()] + [5 (7). - \/ (b)) = o

Diese Gleichung motiviert die Definitionen

~ \1 . ]
(FR> =: (Ccostp- ed(#R)a
31
L \O
(FR> =: 2C'sin¢p,
31
wobei — ~ <yYr < T
2 2

Der Momentenvektor (F R) sieht also folgendermafBlen aus:
31

cos ¥R - ei(¢R)as
(FR) =C 2sin LbR s
31 — COS l/)R . e_j(d)R)}’,l
und (25) ergibt
1 cos thein
(FR) = € 01(a, b)*C 2sin
31 Ll
1 — cos e %

Fiir das Normobjekt treffen wir nun die Normierungen

'é/):(/bzln:o
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und erhalten

cos g - el (PR)n 1 (a*)? a*b* (b*)* 1
2sin g = € —2a*b aa* — bb* 2ab* 0
— COS 77/)]3L . e_j(d)R);)l 1 b2 —ab Cl2 -1

Wir fithren die abkiirzenden Bezeichnungen
(@) = () = 4

und

—e(ab* + a*b) =: A

ein, und bekommen

cos Y - €i (¥R M
2sin YR = 2\ = <FR) /C.
— cos g - e~i(¢R)n —u* 31

Man beachte, dafl g und A zahlenméaflig bekannte Gréfien darstellen und die Identitat
A 4 pp* = 1 erfiillen. Dank (6) konnen wir sie iiber die geometrischen Momente angeben:

20 = \/ (M3 4 M0 4+ ME?)? + (ME0 + MY + MY2)? 4 (M + MP' + M)

o= — [(AIIQQIO-I‘M]%BO-I‘M}O;?) -I'] <M}§OO+M]1%2O _I_M}%OQ)]/ZC
A= (M4 M 4 M) /20

Wir bemerken, daff wir zur Bestimmung von a, b und £ (Gruppenparameter) bereits iiber
die Gleichungen

@} - =
—e(ab* +a*b) = A

aa® 4+ bb* = 1

verfiigen. Zur eindeutigen Bestimmung brauchen wir jedoch weitere Gleichungen, die sich
aus Normierungsbedingungen im Unterraum Ms; ergeben werden.
Mit den eingefithrten Abkiirzungen lauten die (-Kodierungen im Unterraum Ma;:

(Fr), () = C(u¢+20—pc)
Fu(¢) = C(¢=¢™).

13



5.2 Zwischenvariablen

In diesem Abschnitt wiederholen wir die in [1] angegebenen Berechnungsvorschriften fiir
Zwischenvariablen und geben ihre (-Kodierungen an. Dariiber hinaus stellen wir jeweils
iiber (23) die Verbindung zu den (-kodierten Kugelmomenten des Normobjektes her. Wir
definieren zunéchst die Variablen

@=L ) (<3) ()

14

Nach kurzer Rechnung ergibt sich deren (-Kodierung zu

G0 =Y e = () () (52 (26)

- H

und unter Verwendung von (23) erhilt man daraus

(a*e{—l—b*)(b*s{-l—a*)]l P (a*5C+b*>
B (2T

(27)

(G, (0= | i rer?

Hierbei haben wir Gebrauch von den leicht nachpriifbaren Identitaten
a“el + by = =b"

und
*

b'e\ —ap = —a

gemacht. Als nachstes hatten wir in [1] hergeleitet

(He)pp =47 1™ (Gr)y,

recr g (1) (1)

k

Wir rechnen wieder leicht nach, dafl diese beiden Berechnungsvorschriften zusammen,
gleichbedeutend sind mit

0= (S o (E11). (28)

Wir bestatigen erneut die Leistungsfahigkeit des Konzeptes der (-Kodierung und stellen

tiber (27) fest:
2 _ 42 L s
(1), (0 = (55 ) - (+552), (29

14




Der Parameter s, der hier auftaucht, setzt sich wie folgt zusammen:

a*c —b
a*e + b*

Wir bemerken, daf§ die Variablen Hg im wesentlichen nur noch zwei Gruppenparameter
enthalten, namlich s und ¢. Uber s stellen wir weiter fest:

LA
1= (1=

S8

und da 1 — X = |ae + b|* > 0, folgern wir

|s| = [ also bekannt! (30)

1—=X7

Nebst e, muf also nur noch die Phase von s, oder sgn(s) iiber eine Normierung bestimmt
werden. FEs ist interessant zu beobachten, dafl das weitere Vorgehen direkt aus den (-
kodierten Groflen hergeleitet werden kann. Dazu setzen wir fiir r in (29) die Identitéat ein

und erhalten ) l
-1 . 1
- () (120

Die Umkehrung dieser Beziehung erhilt man iiber die Substitution { —

2\ !
haa= (421) e (21).

Dies erneut in (29) eingesetzt, ergibt

(1), 0 = iy (EEDEHEZ D) 1)

Wir diskutieren die zwei Falle getrennt:

¢l
-1

e=1= (Hr), (¢) = Hu((/s), oder (Hg)y = H}}/s™.
e=—1= (Hr), (C) = Hu(s/(), oder (Hr)y = H"[s™ = (=1)" (Hp})" [s™.
Nun treffen wir die Normierung
sgn (Hy') =1; oder R{HL'} > 0 und S{H'} = 0.
Das bedeutet fiir die beiden Fille
e=1= (Hp)s = Hy' - s, oder sgn ((HR);BI) = sgn(s)

*

e=—1=(Hp)y = — (Hs5')" - s, oder sgn ((HR);;_) = —sgn(s).

15



Insgesamt gilt also
sen ((Hr)z) = e sgn(s).
Wir fithren wieder eine Abkiirzung
esgn(s) = sgn ((HH);31) =:v

ein, und bemerken
v|s| = esgn(s)|s| =es |, (32)

so dafl die neuen Zwischenvariablen
(Ir)ny i= (Hr), - (v[s])™

ergeben:
(Ir),,; (€) = (Hg),, (es().
Uber (29) fiithren wir diese Abhangigkeit wieder auf F zuriick. Ergebnis:

0= (7Y b (£59).

Der einzig verbliebene Gruppenparameter ist jetzt also e. Ahnlich, wie in (31), rechnen

wir auch hier nach (e +1)¢ = (e = 1)
(Tr), (C) = L ((5 10t (e + 1)> ’

und betrachten wieder die zwei Félle getrennt:

e=1= (In), (¢) = Iu(¢) = (In)y = L]

e=—1= (In)y () = Lu(=C"") = (In)y = (=)™ 17" = (I7)".

Ist keine Invarianz beziiglich Spiegelungen erwiinscht, so kénnen wir als Invarianten di-
rekt die Grofen (Ir)]; verwenden. Dann sind alle Imaginarteile beziiglich Spiegelungen
diskriminant. Andernfalls gelangen wir mit einer letzten Normierung

S{I3:} >0
aufgrund obiger Analyse zu einer Bestimmung von e:

e =sgn (S{(In)ss})
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6 Lageberechnung und Invarianten

Mit nunmehr bekanntem e und wegen (32) auch bekanntem s, lassen sich die Kugelmo-
mente des Normobjektes angeben. Dazu betrachte man einerseits die Gleichungen (28)
und (26). Unter Beriicksichtigung von (30) ergeben sie

(0 [%(g - 1)5 + 35*)]1 () <% _ CC+_3f*> .

Andererseits gibt uns (29) (Hg),, (¢) in Abhéangigkeit von den Kugelmomenten F des
Normobjektes an. Beides zusammen liefert

=5\ o s\ Tl =D +ss)] /s ] ¢+ ss”
<4esc>'F”’<€c—s)_[H i }'<FR>nz<m4_1>'

Nun ist es einfach durch die Substitution { — E%Zs nach Fnl(C) aufzuldsen:

. 14+ s*)(+e(l —s)][—(1—s8)(+e(l+s Lo, s 14+ s*)(+e(l —s*
o) = (W00 N0 =0l Y,y (20t

] 4¢ at\[s| p =(1=s)C+e(l+s)]
Jetzt konnen wir die Parameter ¢ und b der Drehmatrix P liber einen einfachen Koef-

fizientenvergleich obiger Gleichung mit (24) berechnen. Ohne redundante Gleichungen
anzufithren, erhalten wir folgendes algebraisches Gleichungssystem:

. )
ab” = 54|3|(1—5)(1-|—5)
1 *
alb = ¢ s
1 —s*

Wir 16sen nach a und b auf und finden:

(3) == (%))

Beide Losungen ergeben die gleiche Drehmatrix P. Es handelt sich also hier um keine
Zweideutigkeit.

Rekapitulierend, fassen wir die Berechnung der Parameter a, b und & der Drehspiegelung
R zusammen:
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- (), e
NG

Vv = sgn ((HR)B_BI)
€ = sgn (3{(]1%);3})

||
1—\

s = ¢ev
1
a = :l:§ we/s*(1 4 s¥)

1
b = :i:§ p*/s*e(l — s%).

Wir weisen noch einmal darauf hin, dafi die Berechnung aller Groflen {iber (6) auf die
geometrischen Momente zuriickgefithrt werden kann. Fiir C', g und X ist dies bereits auf
S. 13 geschehen. Das gleiche gilt auch fiir alle aufgestellten Normierungsbedingungen und
Zwischenvariablen.

Bei bekannten Gruppenparametern lassen sich nun die Invarianten selbst am besten direkt
tiber Gl. (24) angeben. Wenn wir die Koeffizienten von gleichen Potenzen von ( auf beiden
Seiten vergleichen, erhalten wir:

p = ot (5)" 3 (), () S (120 ({20 ) (-2

Uber die Grenzen von k stellen wir hier fest: max(m, ) < k <[4 min(0,m + p).

Aufler (HR);BI und (IR)?,)S, brauchen die Zwischenvariablen nicht berechnet zu werden.
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