Kapitel 6

Optimale Merkmalsselektion

H. Burkhardt, Institut fiir Informatik, Universitit Freiburg ME-], Kap. 6

Einfaches Erkennungsbeispiel mit
zwel Objekten (Kreis und Quadrat)

Es wird angenommen, dass die Bilder mit 512x512 Bildpunkte
abgetastet werden.

Niemand kdme auf die Idee hier 512x512 Bildpunkte als Merkmale
der Objekte zu verwenden!! (1 Merkmal wiirde reichen: Flache)
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Merkmalsselektion mit linearen
Transformationen

Die Komplexitit eines Klassifikatorentwurfs wichst mit der Dimension N des
Merkmalsraums. Ziel einer Merkmalsselektion ist die Auswahl eines geeigneten
Unterraumes. Die selektierten Merkmale miissen eine hohe Relevanz fiir die
Charakterisierung der Klassen besitzen, aber zugleich eine hohe
Diskriminierfihigkeit zwischen den Klassen garantieren. Sie miissen demnach
innerhalb einer Klasse wenig variieren (Intraklassenabstand), aber gleichzeitig
groBe Abstinde zwischen den Klassen (Interklassenabstand) garantieren.

Es ist i.allg. wenig sinnvoll die Pixel eines Bildes direkt als Merkmale zu
verwenden (N=5122=218=0,25 Mio. Pixel). Lallg. gibt es eine hohe Redundanz
in den Bildern durch starke Korrelation zwischen den Pixeln.

Es ist zudem wenig hilfreich einen Merkmalsraum durch Hinzunahme neuer
Merkmale weiter zu vergroBBern, wenn die neuen Merkmale stark korreliert sind
mit den bereits vorhandenen.

Idee: Transformation der Originalbilder in einen neuen Merkmalsraum
(Verschieben und Drehung des Koordinatensystems (unitdre Transformation)).
Dabei Reduktion auf wenige Merkmale und gleichzeitige
Informationsverdichtung.
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Charakterisierung von
Zufallsereignissen in Vektorrdumen

Ein Zufallsereignis x' ist ein Element des Vektorraumes X. Wobei im diskreten Fall
das Elementarereignis aus einer geordneten Menge von Zahlenwerten
xt={x,k, x,, Xk, xy 1
oder auch im kontinuierlichen Fall aus einer Zeit- oder Ortsfunktionen x'(z)
besteht.

Ein stochastischer Prozess x besteht aus einer Menge von Ereignissen x:={xi}.

)

Zufallsereignis Stochastischer Prozess
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Statistische Kenngroéf3en eines Prozesses

1 N1
Erwartungswert: p, =X=E{x} = NZX’
i=0

i i i i i

i
ol %X xXoex xgex
. . _ T _ __ i. i i. i i. i
Autokorrelation: R = E{ xx }—{E(x,.xj)}~NZ XXy XX, XX,
i
2

dyad. i=0
Produkt!

Xy Xy XyX, Xy Xx)
Autokovarianz: C_ =E{(x—-X)(x-X)"}=R_ —Xx"
Kreuzkorrelation: R, = E{xy"}
S _ = =Ty _ —T
Kreuzkovarianz: C  =E{(x-X)(y-y) } =R, —Xy

Die Elemente der Korrelationsmatrix beschreiben

i X,
die Korrelation zwischen den einzelnen Xy - )
. 1 2
Vektorelementen {xy,x,}, {xo.x,} ... In I T T [
zeitlicher/ortlicher Richtung mit wachsendem w
Abstand zwischen den Elementen:
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Bei linearen Transformationen
bleiben Gaul3verteilungen erhalten

1 -
1 75(){7”}( )T Cxx l(xfux)

p(x)= e
J@2r)" det(C,)

aus y = Ax folgt fiir p(y) wieder eine Normalverteilung mit:

By = Ap,

und:

C,, =E{(y-Ny-¥)} = AE{(x-X)(x-X)"}A"
=C,, =AC A’
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Berechnung der AKF aus der
Autokorrelationsmatrix

Die Werte der lineraren (zyklischen) AKF ergeben sich aus den Diagonalsummen der
(periodisch fortgesetzten) Autokorrelationsmatrix:

lineare AKF:

Xo X X Xo Xy Xy Xo X X,
= X, X, X, X, XX, Xy X X,

xg + X7+ x; XX, + XX, XX,

Autokorrelationsmatrix:

Xo X X,

Yo | Koo KoMy Aoty

X \xl‘x()\ \xi%\ \xfxz\

.X») “.x?;xn \txi)\.xl :x7x') X%vx(y
A X x A
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Dekorrelation benachbarter Signal-
oder Pixelwerte im Vektorraum

Gegeben ein Signal- oder Pixelwert; wie grof3 ist die W., daB3 die
benachbarte Signalamplitude dhnliche Werte annimmt?

I.a. hohe Korrelation in die Nachbarschaft! (1. Winkelhalbierende
im Vektorraum)

. 1D Xint

N\
/

dhnlich auch bei 2D
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Einfaches Beispiel fiir den Ubergang in einen
neuen Merkmalsraum mit Hilfe einer
orthogonalen Transformation

Originalraum

Gegeben sei ein Signal mit zwei X:H:{l]%m
Abtastwerten 6] o i
= mﬂ[_ll]:Sﬁ-f[i]hﬁ-ﬁ[_ﬂ Merkmalsraum

74
o1 Selektiert man nur die erste Komponente (Unterraum) im
54 Originalraum, so erhilt man eine Approximationsgiite von
a1 (ein Abtastwert weglassen fdllt auf'!!):
3 —+
[+ o _
B o s =559
2+ H4 6H 721
|4
0 [i T , Im neuen Merkmalsraum hingegen:
1 2
5\V2 0
. . 2 2 =7xn=
Gleichanteil H H
Wechselanteil AuBerdem sind die neuen Werte weniger korreliert!
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Darstellung im Vektorraum durch Drehung des
Koordinatensystems mit orthogonaler Transformation

x5 2 X
It . It .
=)
e, g
e’z el
Originalraum Merkmalsraum & o
+1 +1 -1 T +1 -1
mit: A" =+ und: (A") =(A") =A=+L
Lo (A7) =(a7) S
X 1 0 ’ o, ’ ’ 1 ’ -1 X, +x 1 X, — X, -1
X=|:X;:|=x|eI +x,€, =X, {0]+X2L]=xle, + x5€, =xl%|:1:|+xzﬁ{ | :|= ( 5 2)[1]4—( 2 5 1)|: | :|
Gleichanteil Wechselanteil
mit: e; =Ae, und e, = Ae,
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Optimale Merkmalsselektion mit unitdren
Transformationen

(Karhunen-Loeve oder Hauptachsentransformation)

6 &g AT
€ $ ,
4 €;
NP X, {ei} %{ei}
XS N T
N ¢ X =A'X
€
e, X
e e
€
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Ein einziges Vektorelement x kann, wenn das dazugehorige Basissystem frei
gewihlt werden kann (und auf Sende- und Empfangsseite bekannt ist) durch
einen skalaren Wert charakterisiert werden, wenn der erste Basisvektor e’; in
Richtung x gewihlt wird (Element kommt vor oder nicht):

x:ai+0-e’2+0-e;+...
]

Es geht jedoch i.allg. darum, fiir ein gesamtes Ensemble von Vektoren eine optimale
Transformation in ein geeignetes Koordinatensystem zu finden, so dass im
Mittel die Elemente des Ensembles mit moglichst wenig Koeffizienten
charakterisiert werden kénnen.

Wir beginnen mit der Bestimmung des ersten neuen Basisvektors e,”, welcher so
gewihlt wird, dass der Approximationsfehler fiir das Ensemble von n Vektoren
minimal wird, oder die gesuchte Raumrichtung, die eine maximale Information
des Ensembles reprisentiert. Nach dem Projektionssatz erhilt man den kleinsten
Fehler bei Projektion auf den Unterraum, welcher reprisentiert wird durch e, ”;
gesucht ist lediglich die richtige Raumrichtung. Ausgehend von einem
Gitekriterium, wird eine optimale Losung gesucht.
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X AT y 1 w A z
NxN 1< MEN NXN

’ /7 ’
w=I,y=ye +ye +...+y,€e,

die Bestapproximation muss unabhéngig vom M sein!

Ausgehend von einem quadratischen Giitekriterium ergibt sich:

J =4 }

=+ T, = (xg.ee]

= E{lx—(x.e) e}
—

Projekti9n auf
S(er)

2 2
+...+

81”2 +e,|

8”1

2+...}

x, —(x,,e])e

fiir das Ensemble: x :={x,} i=12,...,n
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ZR: Bei einer orthogonalen Projektion auf einen
Unterraum Px gilt gemifl dem Satz von Pythagoras:

I =[x+ L= B>

= |l Px” =[x - x|

mit: (x,e!)e] = (ele] )x

| 4
bei reellen Vektoren gilt:

(a,b) =(b,a)

Qx=(I-P)x

Px

H. Burkhardt, Institut fiir Informatik, Universitét Freiburg ME-I, Kap. 6

14




. ((x.e1)er.(x.e )e;)
und deShalb. :<X,ei>2<ei,ei>

=1

/_/%
2 2
J=E{x|| - ||(x,e{>e{ }
_ 2 N2 (Maximierung der
- E{ X| — <X9 e1> } Quadrate der FK)

= E{|x||" (e, x)(x,e])}

Niitzliche Formeln:

dyad.
Produkt

(a,b)c.d)=a"(be’ )d
|a<b,c> = (abT)c|

_ T Das Innenprodukt kann iiber die Spur des
(a,b) = Spur(ab’) Aussenproduktes berechnet werden!

(A,B) =Spur(A ]_3; )| bei Bildmatrizen
B

adjungiert
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und deshalb: _ 2 T e Ve
J=E{x|| —e/ (xx")e,}
2 T Ty 7
= E{”x” } —e E{xx }e
R
0'2 XX
LoX Auto-
Varianz von x korrelations-
matrix
!
_ T /’ _ .
= |J =Spur(R_)—-e¢ R_e =min
1
Als Nebenbedingung geht ein, dass es sich bei dem neuen
Basisvektor um einen Einheitsvektor handelt:
2 roN 1
ler]| =<el,e) =
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